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Mérési adatok

A méréseket miszerrel végezziik, aminek van
@ mérési tartomanya

@ mérési pontossaga

A mért értékek emiatt lehetnek
o valédi mért értékek (hibdvall)
o felsd korlatok, alsé korlatok

A mért értékek hibdkkal terheltek

@ a miiszer kalibraciéjabdl ered6 szisztematikus hiba
a miiszer véletlenszer(i miikodésébdl ered6 statisztikus hiba
a klils6 kornyezetbdl szarmazé zaj

a miiszer “felbontdsabdl” eredd leolvasdsi hiba

a fizikai folyamat jellegébdl adddé zaj
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Egy kisérlet eredménye becsiilt hibaval




A szisztematikus hiba

A szisztematikus hibat nehéz kezelni
@ a miiszer kalibraciéjanak pontossiga

nem véletlenszerli = statisztikus modszerekkel nem kezelni

°

o mindig hozzdadddik a méréshez

@ lehet allandé: ekkor nullponti hibdrdl van szé
°

de fligghet a mért értéktdl is

Csokkentéséhez a miiszert kalibralni kell.
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A statisztikus hiba

Megismételt méréskor mindig mar és mas értéket mériink. A statisztikus
hiba a mérés jellegébdl adéddan véletlenszerii

o tokéletlen miiszer
@ a miiszer érzékeny lehet kiils6, random tényezbkre

o ezek valamilyen hattérzaj jellegli tényezok, sosem kozvetleniil a mért
folyamatbdl erednek

@ akkor is jelentkeznek, ha a miiszer be van kapcsolva, de nem mériink
vele semmit

@ termikus, elektromagneses stb. random zajok

Csokkentéséhez a miiszert hiiteni, elektromdagnesesen drnyékolni, stb. kell.
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A leolvasasi hiba

A leolvasasi hiba a miiszer szdmdabrazoldsabdl adédik
o A mutatd megallhat két érték kozott is
o A digitalis kijelzon véges sok tizedesjegy van

o A digitdlis kijelz6 utolsé szamjegye ugralhat

Csokkenteni jobb felbontdst miiszerrel lehet.

Példa:
o Egy miiszer két tizedes jegyet ir ki, ekkor a leolvasasi hiba 0,005
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A Poisson-zaj

A mérési hiba és a zaj nem feltétlenul ugyanaz
@ a mérési hiba a miiszer tokéletlensége
@ a zaj lehet a mért fizikai folyamat sajat tulajdonsaga

CCD detektor sorétzaja
egy tdvcsé kamerdja nagyon halvany galaxisokat rogzit

a CCD detektor képes megszdmolni a beérkezd fotonokat

°
°

@ egy perc alatt nagyon kevés foton érkezik

@ a fotonok nem azonos id6kozonként érkeznek
°

emiatt a percenként detektalt fotonok szdma minden percben mas
és mas
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A Poisson-zaj

A mérési hiba és a zaj nem feltétlenul ugyanaz
@ a mérési hiba a miiszer tokéletlensége
@ a zaj lehet a mért fizikai folyamat sajat tulajdonsaga

CCD detektor sorétzaja
egy tdvcsé kamerdja nagyon halvany galaxisokat rogzit
a CCD detektor képes megszdmolni a beérkezd fotonokat

°
°

@ egy perc alatt nagyon kevés foton érkezik

@ a fotonok nem azonos id6kozonként érkeznek
°

emiatt a percenként detektalt fotonok szdma minden percben mas
és mas
Sorétzaj dramkorokben

@ az elektron toltés diszkrétsége miatt

@ pl nagyon kicsi a dramokat mériink, alacsony homérsékleten, akkor a
relative nagy ingadozdsok erre vezethetéek vissza

o (altaldban vannak egyéb zajforrsok is az dramban)
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A Poisson-eloszlas

Kiindulas:
@ egységnyi ido alatt érkezd fotonok szama: A
@ a fotonok egymdstdl fiiggetlentil kdvetik egymdst

Mi a valdsziniisége annak, hogy egy adott egységnyi idGintervallum alatt
éppen k darab fotont detektdlunk?

Poisson-eloszlas!: B
Ae™
p(k) = —

Viarhaté értéke és szdrasa:

(k) =0%= 2\

llevezetése: binomislis eloszl4sbél p=A/n, n — oo hatdresetben
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A Poisson-eloszlas kulonbozo k-kra
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A Poisson-eloszlasbdl adoédd mérési hiba

A Poisson-eloszlds A > 1 esetben dtmegy a Gauss-eloszlasba

1 x=n)?

X) = e 202’
p(x) gy

ahol 1=\ és o = V/\.

Keressiik annak a varhaté értékét, hogy egy rovid mérés mennyire tér el a
nagyon hossz( id6re vett atlagtdl. Ezt j6l jellemzi a o széras.
A jel-zaj arany? a véarhaté érték és a random eltérések aranya:

A

SNR= =
VA

A relativ hiba ennek reciproka.

%signal to noise ratio (SNR)
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A statisztikus hiba eloszlasa

Ismételjik meg ugyanazt a mérést sokszor egymds utdn, majd tekintsiik
az atlagtdl vald eltérést.

o Az itlagtdl vald eltérést jellemezze a négyzetes eltérés (széras vagy
variancia)

Ha a mérési hiba sok fiiggetlen valészintiségi valtozé dtlagaként all eld.
@ akkor érvényes ra a centrélis hatdreloszlas tétel, azaz
@ a hiba eloszldasa Gauss-eloszlast kovet

@ a hiba nagysagat az Gauss-eloszlds o szérasa jellemzi.

Ha modellillesztéskor nekiink csak egy-egy mért érték van a mérési
pontokban, akkor ezekhez becsiilt hiba tartozik.
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A normalis, vagy Gauss-eloszlas
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+30-n beliili valésziniiség: 99.6%
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A mérési hiba kifejezése

Relativ hiba
@ a hiba mértékét leosztjuk a mért értékkel:
_ by
y

dy

@ megadhatd szazalékban is

@ nincsen mértékegysége

Abszoldt hiba
@ a hibat a valds értéktdl vald eltérésként adjuk meg:

Ay=y—w

@ van mértékegysége

@ az 4brdra ezt rajzoljuk fel
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Megismételt mérések hibdja

Egy mérést N alkalommal, egymastdl fuggetleniil elvégziink. Hogy
allapitjuk meg ebbdl a mérés hib3djat?

A mért értékek:
Yi,¥Y2,--, YN
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Megismételt mérések hibdja

Egy mérést N alkalommal, egymastdl fuggetleniil elvégziink. Hogy
allapitjuk meg ebbdl a mérés hib3djat?

A mért értékek:
Yi,¥Y2,--, YN

Végeredményként a sok mérés atlagat tekintjiik:

=
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Megismételt mérések hibdja

Egy mérést N alkalommal, egymastdl fuggetleniil elvégziink. Hogy
allapitjuk meg ebbdl a mérés hib3djat?

A mért értékek:

Y1, Y2, s YN

Végeredményként a sok mérés atlagat tekintjiik:

=

Ha ezt az eljarast N-szer megismételtjiik és mindig kiszamoljuk az
atlagot, akkor lesz egy eloszlasunk az atlagokra. Mit tekinthetiink az
atlag hibajanak?
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Az atlag standard hibdja

Ha egy mérést sokszor egymds utdn megismétliink, valamint
@ a mérések egymastdl fliggetlenek,

@ a hiba normalis eloszldst kovet, o szdrassal

Az atlag standard hibaja3 a mérések szamanak gydkével csokken:

SEM = 2

3

3standard error of the mean (SEM)
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Az atlag standard hibdja

Ha egy mérést sokszor egymds utdn megismétliink, valamint
@ a mérések egymastdl fliggetlenek,

@ a hiba normalis eloszldst kovet, o szdrassal

Az atlag standard hibaja3 a mérések szamanak gydkével csokken:

(2
SEM = —
VN

Levezetés: yi,ys, ..., yn fliggetlen valdszinlségi valtozdk:
= Var(yy1 +yo + ...+ yn) = No?

Ekkor a M = (y1 + y» + ... + yn)/N-nek a variancidja
Var(M) = 7z No? = UT\;

3standard error of the mean (SEM)
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Hibaterjedés

Adott egy mért x mennyiség, aminek ismerjiuk a Ax hibdjat. Mekkora
y = f(x) hibdja, ha f egy differencidlhaté fiiggvény?

f(x)

Ay

y

Ax

Ay = ‘df‘Ax
dx
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Hibaterjedés tobb valtozé esetén

Az x; valtozdk hibdja normilis eloszlasu, melyet o, szdras jellemez.
Mekkora lesz az f(xq, xa, ..., x;) mennyiség hib3ja?
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Hibaterjedés tobb valtozé esetén

Az x; valtozdk hibdja normilis eloszlasu, melyet o, szdras jellemez.
Mekkora lesz az f(xq, xa, ..., x;) mennyiség hib3ja?

Ha f(x1,x2, ..., x;) minden véltozdjdban differencidlhatd, akkor tekintsiik
f Taylor-sorat az x; valtozék atlaga koriil:

A szérds a Taylor-sor négyzete:
o2 = Z <g:i>2(Xi — () +
+ 2y (5) (55 ) 6= Gahdts = )
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Hibaterjedés tobb valtozéra

A Taylor-sor négyzetében felfedezhetdk a szérdsok és a kovariancidk
kifejezései, vagyis:

1S3 25 () ()

Példa: Két fuggetlen véltozé u = x 4+ y Osszegének hibdja:

2 _ 2 2
o,=0xto,

Példa: Két fiiggetlen valtozé u = x - y szorzatdnak hibdja:
2 2
o g
o =u? (; + g)
X y
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