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Szinguldris érték szerinti felbontas
Singular value decomposition (SVD)

Tetszbleges M x N-es (M > N) A matrix felirhaté a kdvetkez6 formédban:
A=U-w.Vv~

vagyis

w1

Wy

ahol
o UM x N-es, V N x N-es unitér matrixok: UH - U =1
(U = (UT)*), VH .V =1. Mivel V¥ négyzetes, ezért V-VH =1
is igaz.
@ W diagonélis matrix és w; > 0 valds szamok.

Kormanyos Andor Szingularis érték felbontds és fliggvényillesztés



Szinguldris érték szerinti felbontas
Singular value decomposition (SVD)

Tetszbleges M x N-es (M > N) A matrix felirhaté a kdvetkez6 formédban:
A=U-w.Vv~

vagyis

w1

Wy

ahol
o UM x N-es, V N x N-es unitér matrixok: UH - U =1
(U = (UT)*), VH .V =1. Mivel V¥ négyzetes, ezért V-VH =1
is igaz.
@ W diagonélis matrix és w; > 0 valds szamok.
Az SVD szémoldsara kifejlesztett eljdras numerikusan nagyon stabil,

fuggetlendl attdl, hogy az A matrix esetleg mennyire szingularis
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Fontos fogalmak:

i) Egy matrix kondiciondltsdga a legnagyobb és a legkisebb w; hanyadosa.
Az A maétrix szinguldris, ha ez a hanyados végtelen, i.e., egy (vagy tébb)
w; = 0.
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Fontos fogalmak:

i) Egy matrix kondiciondltsdga a legnagyobb és a legkisebb w; hanyadosa.
Az A maétrix szinguldris, ha ez a hanyados végtelen, i.e., egy (vagy tébb)
w; = 0.

i) matrix mag tere (nullspace) és kép tére (range). Tekintsiik a

kovetkez6 linedris egyenletrendszert:
A-x=b

Ez egy linearis leképezés az x vektortérrdl a b vektortérre.
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Fontos fogalmak:

i) Egy matrix kondiciondltsdga a legnagyobb és a legkisebb w; hanyadosa.
Az A maétrix szinguldris, ha ez a hanyados végtelen, i.e., egy (vagy tébb)
w; = 0.

i) matrix mag tere (nullspace) és kép tére (range). Tekintsiik a
kovetkez6 linedris egyenletrendszert:

A-x=b

Ez egy linearis leképezés az x vektortérrdl a b vektortérre.

iii) Ha A szingularis, akkor az x egy alterében levé vektorokra (a magtér)
teljesiil: A-x" =0.
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Fontos fogalmak:

i) Egy matrix kondiciondltsdga a legnagyobb és a legkisebb w; hanyadosa.
Az A maétrix szinguldris, ha ez a hanyados végtelen, i.e., egy (vagy tébb)
w; = 0.

i) matrix mag tere (nullspace) és kép tére (range). Tekintsiik a

kovetkez6 linedris egyenletrendszert:
A-x=b

Ez egy linearis leképezés az x vektortérrdl a b vektortérre.

iii) Ha A szingularis, akkor az x egy alterében levé vektorokra (a magtér)
teljesiil: A-x" =0.

iv) A b vektortér egy része “elérheté” az A linedris leképezés
segitségével, vagyis vannak olyan x vektorok, amelyek ide képzddnek le:
ez az A képtere (range). Ennek a térnek a dimenzidja az A rank-je.
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Fontos fogalmak:

i) Egy matrix kondiciondltsdga a legnagyobb és a legkisebb w; hanyadosa.
Az A maétrix szinguldris, ha ez a hanyados végtelen, i.e., egy (vagy tébb)
w; = 0.

i) matrix mag tere (nullspace) és kép tére (range). Tekintsiik a

kovetkez6 linedris egyenletrendszert:
A-x=b

Ez egy linearis leképezés az x vektortérrdl a b vektortérre.

iii) Ha A szingularis, akkor az x egy alterében levé vektorokra (a magtér)
teljesiil: A-x" =0.

iv) A b vektortér egy része “elérheté” az A linedris leképezés
segitségével, vagyis vannak olyan x vektorok, amelyek ide képzddnek le:
ez az A képtere (range). Ennek a térnek a dimenzidja az A rank-je.

v) Ha A nem szinguldris, akkor rank = N, egyébként rank < N.
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Az SVD tulajdonképpen egy ortonormalt bazist ad az A magterére és
képterére:

@ az U matrix azon oszlopai, amelyeknek megfelelé w; értékek nem
nulldk, bazisvektornak haszndlhatéak a képtérben

@ a V matrix azon oszlopai, melyeknek megfelelé w; értékek nullak,
bazisvektornak hasznalhatéak a magtérben
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Az SVD tulajdonképpen egy ortonormalt bazist ad az A magterére és
képterére:

@ az U matrix azon oszlopai, amelyeknek megfelelé w; értékek nem
nulldk, bazisvektornak haszndlhatéak a képtérben

@ a V matrix azon oszlopai, melyeknek megfelelé w; értékek nullak,
bazisvektornak hasznalhatéak a magtérben

Tekintsiik djra az egyenletrendszert

A-x=b
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Az SVD tulajdonképpen egy ortonormalt bazist ad az A magterére és
képterére:

@ az U matrix azon oszlopai, amelyeknek megfelelé w; értékek nem
nulldk, bazisvektornak haszndlhatéak a képtérben

@ a V matrix azon oszlopai, melyeknek megfelelé w; értékek nullak,
bazisvektornak hasznalhatéak a magtérben

Tekintsiik djra az egyenletrendszert
A-x=b
@ Ha A nem szingularis, akkor a megoldds elvileg

x = V[diag(1/w;)]JU"b

@ Nem szoktdk a Gauss elimindcié helyett alkalmazni, mert lassabb
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Tekintsiik djra az egyenletrendszert

A-x=b

o Ha A szingularis, akkor az a kérdés, hogy b benne van-e az A
képterében. Ha igen, akkor létezik x megolddsvektor, csak nem
egyértelmii: barmely vektor, amely a magtérben van (melyet a V
oszlopai feszitenek ki) hozzdadhaté tetszéleges linedrkombinacidban
az x-hez

@ ezen megolddsok koziil valaszthatjuk pl azt, amelyre teljesiil, hogy
|x|2 minimdlis. Hogyan kaphaté meg ez a partikularis megoldas?

e ha w; = 0, akkor az x = V[diag(1/w;)JU"b-ben 1/w; helyett a
megfelelé atlds elemet ird at O-ra
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Tekintsuk djra az egyenletrendszert
A-x=b

Ha b nincs benne az A képterében, akkor az egyenletrendszernek nincs
megoldasa.
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Tekintsuk djra az egyenletrendszert
A-x=b

Ha b nincs benne az A képterében, akkor az egyenletrendszernek nincs
megoldasa.

Ekkor a x = V[diag(1/w;)]U"”b “megoldasra” (1/w; helyett a megfelels
atlés elem 0-ra cserélve) igaz az, hogy ez minimalizilja a |Ax — b
mennyiséget a legkisebb négyzetek (vagyis x?) értelemben.
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Szinguldris érték szerinti felbontas

Tekintsuk djra az egyenletrendszert
A-x=b

Ha b nincs benne az A képterében, akkor az egyenletrendszernek nincs
megoldasa.

Ekkor a x = V[diag(1/w;)]U"”b “megoldasra” (1/w; helyett a megfelels
atlés elem 0-ra cserélve) igaz az, hogy ez minimalizilja a |Ax — b
mennyiséget a legkisebb négyzetek (vagyis x?) értelemben.

Bizonyitds: Numerical Recipies, Eq(2.6.10)
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SVD és linearis fuggvényillesztés

@ Az SVD-t tobbféle problémdban lehet alkalmazni
@ Most: linedris fuggvényillesztés

@ Késobb: fokomponens analizis

Probléma: a normilegyenletek egylitthatématrixa rosszul kondiciondlt,
ezért az egyenletek megoldasakor (kézel) O pivot elemmel taldlkoznank.
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SVD és linearis fuggvényillesztés

@ Az SVD-t tobbféle problémdban lehet alkalmazni
@ Most: linedris fuggvényillesztés

@ Késobb: fokomponens analizis

Probléma: a normilegyenletek egylitthatématrixa rosszul kondiciondlt,
ezért az egyenletek megoldasakor (kézel) O pivot elemmel taldlkoznank.

Az X tervmatrix és a mért értékeket tartalmazé b vektor segitségével a
legkisebb négyzetek mddszere atfogalmazhatd:

keressiik azt az a vektort, amelyre X2 =|X-a-— b|2 minimalis
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SVD és linearis fuggvényillesztés

@ Az SVD-t tobbféle problémdban lehet alkalmazni
@ Most: linedris fuggvényillesztés

@ Késobb: fokomponens analizis

Probléma: a normilegyenletek egylitthatématrixa rosszul kondiciondlt,
ezért az egyenletek megoldasakor (kézel) O pivot elemmel taldlkoznank.

Az X tervmatrix és a mért értékeket tartalmazé b vektor segitségével a
legkisebb négyzetek mddszere atfogalmazhatd:

keressiik azt az a vektort, amelyre X2 =|X-a-— b|2 minimalis

Egzakt megoldés: a = V[diag(1/w;)]JU"b (U most valés matrix )
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SVD és linearis fuggvényillesztés

Egzakt megoldas: a = V[diag(1/w;)]U"b

Ha valamely w; =~ 0 akkor helyettesités: (1/w;) — 0
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SVD és linearis fuggvényillesztés

Egzakt megoldas: a = V[diag(1/w;)]U"b

Ha valamely w; =~ 0 akkor helyettesités: (1/w;) — 0
Bizonyitas nélkdil:

Cou(a;, ax) = VWL VW7 = v "

A diagonilis elemek adjék meg a o(a;) variancidkat
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