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Motivacié: nemlinedris figgvényillesztés

A x? koltségfiiggvényt szeretnénk minimalizalni:

Z lyi — X,Ia

Altaldnos esetben ez a kovetkezore vezet:
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@ Ha f az a paraméterektdl nem fliggd bazisfliggvények
linedrkombinacidja = probléma linedris

o egyébként egy nemlinedris egyenletrendszer
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Nemlinearis egyenlet(rendszerek) megoldasa

Egydimenzids eset:
f(x)=0

egy nemlinearis fliggvény gyokeit keressiik.

Tobbdimenzids eset:
F(x)=0

Expliciten:
ﬁ(Xl,XQ, ...7X/\/I) =0 i=1...N

e az f; fiiggvények az x; valtozékban nemlinedrisak

o tobb fliggvény gyokét keressiik szimultan mdédon
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A megoldas léte

A megoldas léte
@ N > M esetben &ltaldban nincsen megoldas
o N < M esetben sem garantidlt
@ ha van megoldas, akkor nem garantélt, hogy egyértelmii

@ konnyen eléfordulhat, hogy a gyokok nem diszkrétek, egész
intervallum gydk (pl két egymdst metszd gdmb)

Inverzfiiggvény-tétel

o ha egy f fuggvény egy x pontban folytonos, és a derivaltja nem
nulla, akkor az x pont egy kornyezetében invertdlhaté

@ ez altaldnosithaté tobbdimenzids esetre is
o N < M esetben tudunk mondani valamit a megoldas |étére
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lterativ mddszerek

A gyokkeresés mddszerei mindig iterativak
@ kiindulunk egy valamilyen értékekbdl vagy egy intervallumbdl, amin
beliil a gyokot sejtjiik
@ a gyokot 1épésrdl 1épésre kozelitjuk meg
@ ezért a gyokot altalaban csak kozelitdleg kapjuk meg

Az iterdcié nem mindig konvergal:
@ el kell tudni donteni, hogy konvergél-e?
@ ha igen, akkor j6 helyre konvergalt-e?
@ ha nem, akkor meg kell prébalni masik helyrél kiindulni

Kormanyos Andor Gydkkeresés, nemlinedris egyenletrendszerek megoldasa



Mitdl jobb egyik vagy masik médszer?

Fliggvénykiértékelések szama
@ minél kevesebb fliggvénykiértékelés egy adott iterdcids lépésben
@ minél kisebb iterativ |épésszam, vagyis a kovergencia sebessége

@ minél pontosabban meg akarjuk hatarozni a gyokot
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Mitdl jobb egyik vagy masik médszer?

Fliggvénykiértékelések szama
@ minél kevesebb fliggvénykiértékelés egy adott iterdcids lépésben
@ minél kisebb iterativ |épésszam, vagyis a kovergencia sebessége

@ minél pontosabban meg akarjuk hatarozni a gyokot

Stabilitas

@ altaldban tudnunk kell, hogy nagyjabdl hol van a gyok és a kozelébdl
inditani keresést

@ garantdlja-e valami, hogy a keresés ott is marad a kozelben

@ nem divergal-e el a végtelenbe
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Gyok bekeretezése egy dimenzidban

Példa gyok bekeretezhetdségére
@ ha a fliggvény folytonos a < x < b intervallumon
@ ésf(a)<0ésf(b)>0 = létezik gydk az intervallumon

_—

Figure: Ha a fliggvény elGjelet valt a és b kozott, akkor ott van egy gyoke.
(©Numerical Recipes
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Gyok bekeretezés médszer korlatai

A fliggvény szinguldris viselkedése
o a fiiggvény nem folytonos
@ valahol divergal

@ valamelyik derivaltja divergal

A gyok léte nem féltetlendl jelent eldjelvaltast
o lehet, hogy a gyok minimumhelyen van
@ de a minimumhely nem feltétlen gyok

@ jol el kell taldlni a bekeretezés pontjait

Egy intervallumon beliil tobb gyok is lehet

Kormanyos Andor Gydkkeresés, nemlinedris egyenletrendszerek megoldasa



Szakaszonként folytonos, divergens fuggvény

Figure: Problémds eset: fiiggvénynek szakaddsa van. (©Numerical Recipes
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Fuggvény rosszul viselkedo derivalttal

Figure: Problémas eset: a derivalt divergal, a gyokok besliriisodnek
(©Numerical Recipes
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Gyokok és minimumok konfiguracidi
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Figure: Fekete pottyok jelolik a gyokoket, karikdk a keretezés pontjait. A
keretezés nem biztos, hogy jelzi a gyok jelenlétét. (©Numerical Recipes
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Egydimenziés mddszerek

A gyokkeresés a fliggvény analizisével kezdddik!

A kovetkezd mddszereket tekintjiik at roviden
o felezés
@ szekans
o regula falsi
@ Brent

@ Newton-Ralphson
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Felezos modszer

Kiindulas
@ valamilyen mddon sikeriilt bekeretezni a gyokot : [a, b] intervallum

e f(a)- f(b) <0, azaz a fiiggvény elbjelet valt

Iterativ 1épés
o megfelezziik az intervallumot és kiértékeljik a fliggvényt
o a felezbpontban vett fliggvényérték eldjele megegyezik valamelyik
végpont el6jelével
o a felezépont felvéltja azt az intervallum végpontot, amelyben vett
fuggényérték eldjellel megegyezik
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A felezos mdédszer leallasi feltétele

A konvergencidhoz sziikséges |épések szama
@ a kiindulasi intervallum hossza: ¢g
@ a gyok értékére eldirt pontossag: €

@ a mddszer az intervallumot felezi, igy a lépések szama

n = log, ©
€
Ledllasi feltétel
@ ha az intervallum hossza eléri e-t, megallunk
@ gyoknek az intervallum felezépontjat tekintjiik

o figyelem: a szdmitégép szdmabrazoldsa nem egyformdn pontos pl a
0 és 108 koriil (l4sd Progalap, “Adattipusok” eléadds)

@ ezért az e elGirt pontossag fugghet attdl, hogy milyen tartomanyban
keressiik a gyokot
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A felez6s moédszer tulajdonsagai

Fo elony:

@ a médszer mindig konvergil

Konvergencia gyorsasaga: linedris

@ ha a gyok n lépés utdn egy €, intervallumra van lokalizdva, akkor a
kovetkez6 |épésben az intervallum nagysaga felezédik

€ntl = 56,, vagyis €nt+1 = C€Ep
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A felez6s moédszer tulajdonsagai

Fo elony:

@ a médszer mindig konvergil

Konvergencia gyorsasaga: linedris

@ ha a gyok n lépés utdn egy €, intervallumra van lokalizdva, akkor a
kovetkez6 |épésben az intervallum nagysaga felezédik

€ntl = 56,, vagyis €nt+1 = C€Ep

Fé gondok:
@ csak eldjelvalts esetben mikodik
@ csak egy gyokot talal meg

o ha a fliggvénynek szakaddsa van, és ezért valt el6jelet, akkor a
mddszer nem a gyokot, hanem a szakadasi pontot taldlja meg
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A szekans mddszer

Kiindulas
@ valamilyen médon megkozelitettik a gyokot
o nem is kell feltétlen bekeretezni

@ egy xy és xp pontbdl indulunk

Iterativ 1épés
o tekintjiik az f(xj_1) és f(x;) értékeket
@ x;_1 és x; kozott linedrisan interpolaljuk a fliggvény
@ az xj41 értéke a linedris interpoldcié gyoke lesz

o f(x;)-t és f(x;y1)-t haszndljuk a kdvetkezd Iépésben
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A szekans mddszer

Figure: Szaggatott vonal mutatja a linearis interpolacidt az elsd két interacids
|épésben. (©Numerical Recipes

Kormanyos Andor Gydkkeresés, nemlinedris egyenletrendszerek megoldasa



A szekdans mddszer tulajdonsigai

Gyorsabban konvergél, mint a felez6s médszer
@ ott az intervallum mindig a felére csokkent

@ itt a konvergencia sebessége € gyenge hatvanyaval megy

lim |eii1] = c- e, a~1.618
1—00

A médszer nem tartja bekeretezve a gyokot
@ nem csak ott miikodik, ahol a fliggvény el6jelet valt
@ de ha a gyok lokalis minimum kornyékén van, akkor eltéved

@ akar a végtelenbe is elmehet

Akkor miikodik jol, ha a fliggvény j6l kozelithetd egyenessel.
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A regula falsi mddszer algoritmusa

Kiindulas
@ valamilyen médon sikeriilt bekeretezni a gyokot
o adott tehdt egy [xi, x2] intervallum
e f(x1)f(x2) <0, azaz a fiiggvény eljelet valt

Iterativ 1épés
@ [x1, xp]-n linedrisan interpoldlunk
@ megkeressiik az egyenes és az x-tengely metszéspontjat: x3

@ az xj_1, X; és xj41 kozll azt a kett6t tartjuk meg, amelyeknél a
fuggvény eldjele kiilonbozé

Némileg gyorsabb, mint a felez6s mddszer
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Regula falsi médszer

Figure: Szaggatott vonal mutatja a linearis interpoldcidt az elsé két interacids
Iépésben. (©Numerical Recipes
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Problémas fuggvény

m

f(x)

Figure: Egy eset, amikor a szekdns és a regula farsi médszer is lassan konvergil.
(©Numerical Recipes
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A belassulast elkerulo mddszerek

Vannak fiiggvények, ahol az elvileg gyorsabb mddszerek lemaradnak
o pl. a regula falsi lehet lassabb a felez6s mddszernél is
@ ilyenkor érdemes a mddszereket kombinalni
o figyeljiik a konvergencia sebességét

@ ha lassu, akkor mas médszerre valtunk
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A belassulast elkerulo mddszerek

Vannak fiiggvények, ahol az elvileg gyorsabb mddszerek lemaradnak
o pl. a regula falsi lehet lassabb a felez6s mddszernél is
@ ilyenkor érdemes a mddszereket kombinalni
o figyeljiik a konvergencia sebességét

@ ha lassu, akkor mas médszerre valtunk

Wijngaarden—Dekker—Brent-médszer (roviden Brent)
@ alapesetben az (n. inverz kvadratikus médszert hasznalja
@ vagyis nem egyenessel, hanem kvadratikus fuggvénnyel interpoldlunk

@ ehhez nem elég az intervallum két végpontja, hanem hirom ponttal
dolgozunk

A moddszerben vannak ellenérzési pontok
@ ha az (j pont a kereten kiviil esik
@ ha konvergencia tdl lassu

= akkor inkdbb felezi az intervallumot
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A fuggvény derivaltjanak felhaszndldsa

Az eddigit médszerek nem haszndltak a fliggvény derivaltjat
@ viszont lehet, hogy az is expliciten adott

o ekkor gyorsabb mddszer lehetséges

A Newton—Ralphson-médszer
@ egyetlen x; pontbdl indulunk

@ meghlzzuk a fiiggvény érintdjét, ehhez kiszdmoljuk az f'(x;)
derivaltat

@ az x tengellyel vett metszet lesz az (j pont

Iterdciods Iépés:
f(xi)
f'(xi)

Xi+1 = Xi —
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A Newton—Ralphson-médszer

f()

/

Figure: Szaggatott vonal mutatja a fiiggvény érintdjét az elsd két interacids
Iépésben. (©Numerical Recipes
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A Newton—Ralphson-médszer tulajdonsagai

Kelléen sima fliggvény esetén jol miikodik, ugyanis

@ a gyok korili Taylor-sorbdl elég csak az els6 tagot megtartani
1
f(x+0) ~ f(x)+ f(x)d + 5f”(x)52 + ..

o ezzel a gyoktdl vald eltérés egy jé kozelitése

Belathatd, hogy a konvergencia sebessége négyzetes:

2
€i+1 = C - €;
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Probldmas helyzetek

fx)

f(x)

Figure: Mivel f'(x) & 0, ezért x3 = xo — 77 03)

— —00. (©Numerical Recipes
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Probldmas helyzetek

S

Figure: (kozel) Végtelen ciklus és lassti konvergencia alakulhat ki. (©Numerical
Recipes

Kormanyos Andor Gydkkeresés, nemlinedris egyenletrendszerek megoldasa



Tovabbi kérdések a N—R-mddszerrel kapcsolatban

1). Ha f’(x) nem adott expliciten, vagy nem szdmolhat6 kdnnyen, elvileg
hasznalhatndank a numerikus derivalt kozelitését is:

F(x) ~ f(xi + d;()z — f(x;)

Egy dimenziéban nem érdemes numerikus derivaltat haszndlni
@ nem elég pontos, igy lassitja a konvergenciat

@ a szekdns mddszer gyorsabb
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Tovabbi kérdések a N—R-mddszerrel kapcsolatban

1). Ha f’(x) nem adott expliciten, vagy nem szdmolhat6 kdnnyen, elvileg
hasznalhatndank a numerikus derivalt kozelitését is:

F(x) ~ f(xi + d;()z — f(x;)

Egy dimenziéban nem érdemes numerikus derivaltat haszndlni
@ nem elég pontos, igy lassitja a konvergenciat

@ a szekdns mddszer gyorsabb

2.) Ha a Newton—Ralphson-mddszer nem konvergal

@ ilyenkor érdemes hibrid mddszert valasztani, a Brent-mddszerhez
hasonléan

@ pl mas mddszerrel bekeretezziik a gyokot

@ ha mar kozel jarunk, akkor N—R-mddszerrel pontositjuk
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Polinomok gyokei

Az n-ed rendii polinomnak n gyoke van, nem feltétleniil mind kiilonbozé
@ ha a polinom egyiitthatdi egyltthatdk valdsak, akkor
o a gyokok valdsak, vagy
o komplex konjugdlt parok

@ ha a polinom egylitthatdi komplexek, akkor a komplex gyokok
kozott altaldban nincs kapcsolat

Ha egy gyok tobbszoros, akkor ott a nem csak a fuggvény, hanem a
derivéltja is eltiinik, ezért a N-R mddszer sem biztos, hogy miikodik
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Polinomok gyokeinek megtalaldsa

Altaldnos stratégia: a gyokoket egyesével keressiik
o valamilyen mddszerrel egy gyokot megtaldlunk: r

@ leosztjuk a polinomot (x — r)-rel
Q(x) = P(x)/(x = r)

@ Q(x) meghatdrozasara létezik egyszer(i algoritmus

o az eggyel alacsonyabb fokud polinom egy gyokét ismét valami elemi
algoritmussal keressiik

@ ha komplex aritmetikaval dolgozunk, akkor a leosztds a komplex
gyokok esetén is miitkodik
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Polinomok gyokeinek megtalaldsa

Egy masik stratégia:
@ egy olyan mdtrixot felirni, amelynek a sajatértékei megegyeznek a
polinom gyokeivel
@ matrix sajatérékeinek szamoldsdra is vannak kifinomult eljardsok

@ Altaldban lassabb, mint a leosztdsos eljaras, de egyes esetekben
pontosabb lehet
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Polinomok gyokeinek megtalaldsa

Egy masik stratégia:
@ egy olyan mdtrixot felirni, amelynek a sajatértékei megegyeznek a
polinom gyokeivel
@ matrix sajatérékeinek szamoldsdra is vannak kifinomult eljardsok

@ Altaldban lassabb, mint a leosztdsos eljaras, de egyes esetekben
pontosabb lehet

Hattér: tudjuk, hogy a A matrix sajatértékei az in karakterisztukus
polinom gydkei: P(x) = det[A — xI].

Ezt megforditva: ha P(x) = Y., a;x’ akkor

_am1 _am2 &
1 o ... 0
A= 0 1 0
0 0 1 0

sajatértékei megyeznek P(x) gydkeivel.
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Polinomok gyokeinek megtalaldsa

Problémdk:
@ a gyoOkkeresés sok lépést igényel, felhalmozdédnak a numerikus hibak
@ a megtalalt gyok, amivel osztunk, sem teljesen pontos

Javitasi lehetOség
@ megkeressiik a gyokoket

@ egyenként pontositjuk Sket a Newton—Ralphson-mddszerrel

Médszerek komplex gyokok megtaldldsara

@ Id. Numerical Recipes: Laguerre-médszer
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Gyokok keresése tobb dimenzidéban

Tobb dimenzidban nincsen altalanosan jé gyokkeres6 mddszer.
Pl két dimenziéban

f(x,y) 0
glxy) = 0
T T
:nnmnl here! 1 !
Gl —— two roots here
g pos
\ 2 pos
\
\
o
W
¥y N
\
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(NI
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Figure: Az egyes fliggvények zéré kontirvonalainak a metszéspontjait keressiik.
A gyokok szama, a priori, ismeretlen. (©Numerical Recipes
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Gyokok keresése tobb dimenzidéban

Mindenképpen tudnunk kell részleteket is a problémardl
@ hany gyokot varunk
@ ezeket kb. hol varjuk
Jobb hijan
@ olyan médszert keresiink, ami egy gyokot meg tud taldlni

@ abban az esetben, ha a gyokhoz elég kozelrdl indulunk
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Newton—Ralphson-mddszer tobb dimenziéban

Tekintslik a kovetkez6 egyenletrendszert
fi(x1, X2, ..., xy) = fi(x) =0 i=1..N

Taylor sorfejtés
fi(x + 0x) = fi(x Z 5xj

A derivdltat most a teljes Jacobi-matrix helyettesiti:

of
Ixj

Jj =
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Newton—Ralphson-mddszer tobb dimenziéban

Tekintslik a kovetkez6 egyenletrendszert
fi(x1, X2, ..., xy) = fi(x) =0 i=1..N

Taylor sorfejtés
fi(x + 0x) = fi(x Z 5xj

A derivdltat most a teljes Jacobi-matrix helyettesiti:

of
Ixj

Jj =

Ezzel az F = (fi(x), f2(x), ... fny(x)) " fiiggvény Taylor-sora

F(x + 0x) = F(x) + Jox + ...
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Newton—Ralphson-mddszer tobb dimenziéban

F fliggvény Taylor-sora

F(x + 0x) = F(x) + Jox + ...

o keressiik azt a dx vektort, ami a gyok irdnyaba |épteti az aktudlis
legjobb becslést

Ha F(x + dx) = 0 akkor a Jox = —F linedris egyenletrendszert kell
megoldani

Iteracids épés:
Xiy1 = Xj + ox

Ha J-t nehéz analitikusan szamolni, akkor, jobb hijan, a véges differencidak
segitségével numerikusan is szdmolhatdak a parcidlis derivaltak
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Newton—Ralphson-mddszer tobb dimenziéban

Az egydimenzids esetben lattuk, hogy a N-R mddszer bizonyos esetben
eldivergal.

Hogyan tudjuk eldonteni, hogy a tobbdimenzids esetben szamolt §x [épés
elfogadhaté-e?
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Newton—Ralphson-mddszer tobb dimenziéban

Az egydimenzids esetben lattuk, hogy a N-R mddszer bizonyos esetben
eldivergal.

Hogyan tudjuk eldonteni, hogy a tobbdimenzids esetben szamolt §x [épés
elfogadhaté-e?

e tekintsiik az f = |[F|2 = F' . F > 0 fiiggvényt
@ ha F = 0 akkor f nyilvan minimalis

@ akkor fogadjuk el a dx lépést, ha az adott iterdcidban az f értéke
csokken
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Newton—Ralphson-mddszer tobb dimenziéban

Az egydimenzids esetben lattuk, hogy a N-R mddszer bizonyos esetben
eldivergal.

Hogyan tudjuk eldonteni, hogy a tobbdimenzids esetben szamolt §x [épés
elfogadhaté-e?

e tekintsiik az f = |[F|2 = F' . F > 0 fiiggvényt
@ ha F = 0 akkor f nyilvan minimalis

@ akkor fogadjuk el a dx lépést, ha az adott iterdcidban az f értéke
csokken

Mi van, ha 0x lépés nem elfogadhaté?

o visszalépés (backtracking)
Xi+1 = X; + AdX 0<A<«l1

@ ) vdlasztasdra vannak kifinomult mddszerek, lasd Numerical
Recipies, Sect. IX
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Koszonom a figyelmet!
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