Interpolacié és extrapolacié

Kormanyos Andor

Komplex Rendszerek Fizikdja Tanszék

Kormanyos Andor Interpolacié és extrapolacié



Attekintés

o alapfogalmak, alapveté tulajdonsagok

@ egydimenzids interpolacié
e interpolacié polinommal
e interpolacié raciondlis fiiggvénnyel
o kobos spline hasznalata

@ kétdimenzids interpolicié
o bilinearis interpolacié
e interpolacié folytonos derivaltakkal
o szétszdrt pontok esete
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Alapkérdés

A fiiggvény (jel) értéke bizonyos pontokban ismert, de kdztes pontokban
vagy az eredeti pontok altal kijelolt intervallumon kiviil is meg akarjuk
becsiilni

Ismert:
o {x1,x, ..., xn} és {y1 = f(x1),y2 = f(x2), ..., yn = F(xw)}
o Az x;-k kozotti tavolsag tetszoleges, valtozhat is

@ x; lehet tobb dimenziés is

Keressiik:
o f(x) kozelits értékét tetszéleges x helyen

e f(x) analitikus alakja nem ismert, és nem is érdekes
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Alapkérdés

Fontos: ez nem fliggvényillesztés !
o f(x) alakjat altaldban lokélisan, x koriili néhany x;-bdl becsiiljiik,
nem pedig az egész mérési tartomanyon
@ nem torddiink az esetleges mérési hibdkkal, az interpolalé gorbe
mindig egzaktul atmegy az ismert pontokon
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Interpolacié

Ha a keresett x-re igaz, hogy x, < x < x;.

Az interpolacid rendje: hany x; pontot haszndlunk az interpolacids
mddszerben

Példak:
@ nem egyenletes mintavételezésrol attériink egyenletesre
o képek dtméretezése és forgatdsa

@ hibds pixelek kipdtoldsa képen
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Extrapolacié

A fliggvény értékére nem koztes pontban vagyunk kivancsiak, azaz
X < x1 vagy xy < X

Példak:
o folyamat (dramfogyasztds, idéjdras) jovébeli becslése
o elméleti eredmény egy mennyiség T = 0 hémérsékleten felvett
értékére, mérni viszont csak véges T esetén lehet
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Extrapolacié

A fliggvény értékére nem koztes pontban vagyunk kivancsiak, azaz

X < x1 vagy xy < X

Példak:

o folyamat (dramfogyasztds, idéjdras) jovébeli becslése
o elméleti eredmény egy mennyiség T = 0 hémérsékleten felvett

értékére, mérni viszont csak véges T esetén lehet

Figyelem! Az extrapoldacié veszélyes tud lenni!

RS YOU CAN SEE, BY LATE
NEXT MONTH YOU'LL RAVE
OVER FOUR DOZEN HUSBANDS,
BETTERGET A
BULK. RATE ON
WEDDING CAKE.

NUMBER OF
HUSBANDS

(Source: www quora.com
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Alapfeltevések

Az interpoldlandé fuiggvény jol viselkedik
@ legyen folytonos, nincs ugrasa két ismert pont kozott

o legyen sima: legyen differencidlhatd, és a derivéltjai is legyenek
folytonosak

Ekkor valamilyen egyszerii fliggvény segitségével interpoldlunk
o legegyszerlibb: linedris

@ altaldban: valamilyen alacsony rendi polinom

Vannak nehezen vagy egydltaldn nem interpoldlhaté fiiggvények

@ pl. I8késhullamok hidrodinamikai szimuldciékban (ugrésszerii
valtozads a nyomdsban, slirliségben stb)
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Lokalis és globdlis interpolacié

Lokalis interpolacié
@ csak az x korili k szami x; pontot hasznaljuk

@ az interpoldcié rendje k — 1

Globdlis interpolécié
@ az Osszes ismert pontot felhasznéljuk
o ez tulajdonképpen fuggvényillesztés

@ a globdlis interpolécié rendje N — 1, ahol N az 6sszes ismert pont
szama
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Egyszerli példa: linedris interpolacié (egyenes illesztés)
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Figure: Kék pontok: eredeti adatok, piros pontok: kék pontok kozott linedris
interpolaciéval kapott értékek.
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Lokalis vagy globalis interpolacié?

Ha a fiiggvény f(x) ismeretlen értékét csak néhdny x helyen kell
meghatérozni

o lokdlisan illesztiink egy fliggvény x korlli k darab pontra

@ nagyobb numerikus pontossag érheté el

Ha a fiiggvény ismeretlen értékét sok x helyen kell meghatarozni

@ az dsszes N pontra illesztiink, kiszdmoljuk f(x)-et kozelité polinom
egyltthatdit
@ magas fokszdmu polinomok hasznalata egyéb problémakra vezethet
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Interpolacié és extrapolacié polinommal: Lagrange-formula

Leghatékonyabb megoldas:

@ a P(x) polinom x helyen felvett értékét kdzvetleniil 3llitjuk el8, a
polinom egyutthatdinak meghatdrozasa nélkil

o fejezziik ki P(x)-et az ismert x; és y; = f(x;) értékekkel
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Interpolacié és extrapolacié polinommal: Lagrange-formula

Leghatékonyabb megoldas:

@ a P(x) polinom x helyen felvett értékét kdzvetleniil 3llitjuk el8, a
polinom egyutthatdinak meghatdrozasa nélkil

o fejezziik ki P(x)-et az ismert x; és y; = f(x;) értékekkel

o (x=x)(x = xg) e (X = xk)
Plx) = (= x2)(x1 — x3) + oo (X1 — Xk) Yot
(x =x1)(x = x3) - oo s (x — xk)
(2 —x1)(x0 — x3) - oo - (X0 — xk) RERIE
+(X —x)(x —xe) o (X = X—1)

(xk — x1)(xk — x2) - (xk — Xk—1)

o Kielégiti a P(x;) = y; egyenl8séget, hiszen
@ az i. tagban a szamlalé és nevezd azonos

@ a tobbi tagban a szamlalé 0
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Példa: sin(x) interpolaldsa lokdlisan

Negyedrend(i polinomot hasznélva
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Interpolacids polinom egyutthatdi

Ha sok x pontban keressiik az interpoldlandé f(x) fiiggvény értékét:
@ akkor jobb kiszdmolni az interpolacids polinom egyiitthatdit

@ majd behelyettesiteni a polinomba

Feladat:

@ adottak az xi, xo, ..., Xy pontok és
y1 =1f(x1),y2 = f(x2), ..., yn = f(xn) értékek
@ az interpoldlé polinomnak az 6sszes (x;, y;) ponton at kell mennie

@ Polinom fokszama: N — 1, ahol N a pontok szdma.
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Egyenletrendszer a polinom ¢; egyutthatdira

N—1
y1=c1+ oxi + xF + ...+ cnxg

N—1
Yo =C1 + CXxo + C3X22 + ...+ Cnxy

N—1
YN = €1+ Cxn + G3xay + ... + cuxy

Ezt kell megoldani a ¢; polinom-egyiitthatdkra. x;-k ismertek.
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Egyenletrendszer a polinom ¢; egyutthatdira

N—1
y1=c1+ oxi + xF + ...+ cnxg

N—1
Yo =C1 + CXxo + C3X22 + ...+ Cnxy

N—1
YN = €1+ Cxn + G3xay + ... + cuxy

Ezt kell megoldani a ¢; polinom-egyiitthatdkra. x;-k ismertek.

@ az x;-k hatvanyaibdl alkotott matrix specidlis

(Vandermonde-matrix)! Erre létezik specidlis megoldé médszer

@ de a Vandermonde-matrixok tobbnyire numerikusan rosszul

kondiciondltak
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Magasfokl polinomok egy masik problémdja

@ tobb egyiitthatd is kozel nulla

@ a polinom egyes helyeken vadul oszcillal
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Egylitthatdk:
Q = 0.0000
a = 0.0000
o = 0.0002
c = —0.0017
ca = —0.0023
G = 0.0278
G = 0.0060
¢ = —0.1713
g = 0.0497
Co = 0.3386
Cilo = 0.2109



Interpolacid és extrapolacié racionalis fliggvényekkel

Raciondlis fiiggvény: két polinom hanyadosa.
Az (x;,¥i) - - (Xi=m> Yi+m) pontokon athaladé racionilis fiiggvény

R k) Po + pix + pax? + ... + puxt
L) (em) QV(X) qo + gi1x + C]zX2 + ...+ qux¥

@ Osszesen 4 v + 1 ismeretlen (qgo tetsz6leges)
@ 0Osszesen m+ 1 pont

@ a vonatkozd egyenletrendszer megolddsa m+ 1 = pu + v + 1 feltétel
teljesitését jelenti

Rekurziés formuldk R(j)(it1)...(i+-m) szémoldsdra (Numerical Recipies)
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Mikor jobbak a racionalis fliggvények a polinomoknal?

Ha az interpoldlandé fiiggvénynek pdlusai vannak
o adott x; értékeknél a fiiggvény divergal, ekkor Q,(x) ott zérus lesz

@ a polinom interpolacié ilyet nem tud

Vagy ha a fuggvénynek nincs is pdlusa a valds tengely mentén, de
@ a komplex sikon, kozel a valds tengelyhez van pdlusa

@ a polinomok ilyenkor is rosszul viselkednek

Ezek nem feltétlen kiilonleges fliggvények!
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Példa komplex pdlussal rendelkezé fliggvényre
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Linearis interpolacié még egyszer

Két pont kozott a legegyszeriibb interpoldcids fliggvény az egyenes:

y = Ay; + By,

ahol
A= N1 T X B—=1_A~—

Xji+1 = Xj Xj+1 = Xj

Ez kijon a Lagrange-formulabdl
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Linearis interpolacié még egyszer

Két pont kozott a legegyszeriibb interpoldcids fliggvény az egyenes:

y = Ay; + By,

ahol
A= N1 T X B—1_A—

Xji+1 = Xj Xj+1 = Xj

Ez kijon a Lagrange-formulabdl

Probléma:

@ A mdsodik derivaltja ugyan két pont kozott nulla, de az x;
pontokban nem meghatdrozott (vagy végtelen)
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Kobos spline (cubic spline)

El6irjuk, hogy az ismert x; pontokban az interpoldlé f fiiggvény sima
legyen, azaz

o létezzen a masodik derivéltja, és az legyen folytonos

@ ebbdl kovetkezik, hogy az elsé derivaltja is folytonos.

Az egyértelmii megoldas kedvéért még altalaban hatarfeltételeket is
el6irunk az x; és xp pontokban, pl:

@ az interpolacié masodik derivaltja nulla az interpolacids intervallum
két végén, vagy

@ az interpolacié elsé derivaltja meghatarozott értéket vesz az
interpoldcids intervallum végén
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Kobos spline

A harmadfoki spline formuldja:

y = Ay + Byjia + Cyf' + Dyji,
ahol
A= 417X B=1_-A= X%
Xji+1 = X Xji+1 = X

a korabbiak, toviabba
C p—

D =

Kormanyos Andor

E(A® = A)(xi1 — x)°

$(B® = B)(xj11 — x)°
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Kobos spline

Ellendrzés:

d’y

Az A = A(x) és B = B(x) konkrét alakjét felhaszndlva kdnnyen
belathaté:
o x = x; esetén LY =y és x = x;,1 esetén TF =y’
X=X NGz =Y &S X=X+ = Yj+1
@ a masodik derivalt folytonos a két intervallum, pl (xj_1,x;) és
(X, xj+1) hatdran
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Kobos spline

Ellendrzés:

d’y

Az A = A(x) és B = B(x) konkrét alakjét felhaszndlva kdnnyen
belathaté:
o x = x; esetén LY =y és x = x;,1 esetén TF =y’
X=X NGz =Y &S X=X+ = Yj+1
@ a masodik derivalt folytonos a két intervallum, pl (xj_1,x;) és
(X, xj+1) hatdran

Hogyan tudjuk meghatdrozni az y;" értékét?
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Kobos spline

Ellen6rzés: )
d*y 7
K A_y + Byj+1
Az A = A(x) és B = B(x) konkrét alakjét felhaszndlva kdnnyen
beldthaté:
(o d%y "4 (o d’y 7
@ X = xj eseten g5 =y, €5 X = X;q1 eseten 3 = y;,
@ a masodik derivalt folytonos a két intervallum, pl (xj_1,x;) és

(X, xj+1) hatdran

Hogyan tudjuk meghatdrozni az y;" értékét?

@ az (xj_1,x;) és (xj,xj+1) intervallumok hatdran a % elsé derivalt
legyen folytonos!

Xj = Xji=1 1 Xj+1 — Xj—1

y(/+)<j+1_xj no_ Y1 T i Vi T Y-t

6 y.i*1+ 3 J 6 j+1 —

X1 — X X T Xj-1

o ez Osszesen N — 2 egyenlet az N db ismeretlen y;-re
o hatérfeltétel: y;’ =y = 0 vagy az els6 derivdltra feltétel
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yj' szdmoldsa: tridiagonalis egyenletrendszer

A probléma egy tridiagondlis egyenletrendszerre vezet:

bl C 0 0 y{/ dl

an b2 Co 0 yél d2

0 as b3 c3 ... ) yél o d3
am-1 bm-1 cm-1 Ym—1 dv—1

0 an bM y,’\j, dM

Megoldasi pl: LU dekompozicié
@ a specidlis alak miatt &sszesen O(M) miiveletet igényel

o nem kell az egész M x M matrixot tarolni, elég a harom atlét pl
harom vektorban
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A spline-ok jobbak, mint a polinomok

T
polinom -=-=-=-
kébds spline

@ A pontok kozott a kobos spline jél viselkedik
@ Extrapolaciéra ez sem sokkal jobb
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Interpolacié tobb dimenzidban, racson, racs nélkil

Kétdimenzids esetet targyaljuk, magasabb dimenzidkra éltaldnosithatd.

Szabalyos racson:
@ a racspontok indexelhetdk x;,y; médon, 1 </ <M, 1< <N
o a fiiggvényértékek: z(x;, y;)

@ szabdlyos racs: két racsvektor definidlja, de nem muszdj, hogy
négyzetracs legyen.

Ha az ismert pontok elszértan helyezkednek el:

@ bonyolultabb az interpolacid, pl. Delaunay-haromszogelés
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Interpolalds kétdimenzids racson

Keressiik az z(x, y) flggvényértéket, ahol
0 X; < X < Xjt1 ésy,-<y<y,-+1
@ az (x,y) pont tehdt négy racspont altal definidlt celldba esik

Visszavezetjiik a problémat a linedris esetre:

@ Interpolaljunk el6szor az egyik index szerint:
z(x, y;)-t becsiiljiik z(x;, y;) és z(xi11, y;)-bdl, és
z(x, yi+1)-t becsiljik z(x;, yit1) és z(xi+1, yit1)-b6l.
@ Majd a mésik irdnyban:
z(x, y)-t becsiiljiik z(x, y;) és z(x, yi+1)-bdl
@ Ujrahasznosithatdk az egy dimenziés médszerek
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Interpolacié racson, koordindtak mentén

Figure: z(0.6,0.5) érték meghatdrozasa egydimenzids interpolaldsok
segitségével.
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Bilinedris interpolacié
Jelolés
X — Xj — Y
= u= "X
Xit1 = Xi Yi+1 —Yj
Ebbél a fiiggvény interpoldlt z(x, y) értéke:
z(x,y) = (A—-t)A—-uv)zj+t(l—u)zijy1,+
+ (1= t)uzij1 + tuzipg j

o ez linedris kifejezés, de nem egyszeriien egy sik (ahhoz 3 pont is elég)
o siknal altalanosabb, “nyeregfeliilet” is lehet
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Bilinedris interpolacié

Jelolés
X — X — Y
t=—" , u= e/
Xit1 = Xi Yi+1 = Yj

Ebbél a fiiggvény interpoldlt z(x, y) értéke:
z(x,y) = (A—-t)A—-uv)zj+t(l—u)zijy1,+

+ (1 — t)uzi’j+1 + tuzjqq j+1

o ez linedris kifejezés, de nem egyszeriien egy sik (ahhoz 3 pont is elég)
o siknal altalanosabb, “nyeregfeliilet” is lehet

Fontos tulajdonsagok:

@ négy racspont altal meghatarozott cellak kozott az interpolalt
fuggvény folytonosan viltozik

@ de a gradiense nem folytonos a cellak hataran
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Bilinedris interpolacié

2.5

Figure: Bilinedris interpoldcidval kaphatd feliilet
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Interpolacié két dimenzidban folytonos derivaltakkal

Két mddszer, melyek nem fliggetlenek egymastdl
@ bi-kobos interpolacid
@ kobos spline-ok 2D-ben

Bi-kobos interpolacié
ki kell réni feltételeket az els6 derivaltakra és a vegyes derivéltakra is

minden pontban sziikséges a derivaltak értékének explicit megadasa:

0z 02 0Pz
Ox’ dy’ OxOy

honnan vegyiik a derivaltak értékét? analitikus alak v. numerikus
differencialds

a derivéltak értékétél figgetleniil a feliilet sima lesz, de nem
garantalt, hogy jol kozeliti a fiiggvényt

@ csak akkor lesz j6 az interpolacid, ha a derivaltakat is jél tudjuk
szamolni
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Interpolacié szétszért pontok esetén

Most a pontok mar nem racson helyezkednek el
@ kordbban egy (x,y) pont koriil éppen négy kdrnyezd pont volt
@ nem egyértelmil, mi a legjobb valasztas a “kornyezd pontok”-ra

@ a korabbbi mddszerek nem mikodnek

Egy lehetséges megoldas:

@ minden pontbdl hizzunk szakaszokat a kornyez6 pontokba gy, hogy
haromszogeket kapjunk

Z.n

@ van olyan “hdromszdgelés” (triangulcid), ami egyértelmii

@ interpoldljuk a fliggvényt a hdromszog csicsain felvett értékek
segitségével

= Delaunay trianguldcio, Voronoi csempézés
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