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Attekintés
@ Motivacid, altaldban az extrémumkeresésrol

o Egydimenziés mddszerek:

o fliggvény derivélt felhaszndldsat nem igénylé mddszerek
o fliggvény derivéltat is hasznalé mddszer

@ Tobbvaltozés fliggvények extrémumbkeresése

o Nelder-Mead médszer
o Konjugalt gradiens médszer

e Osszehasonlitds a x? minimalizacié egy kordbbi megoldasaval

o Kitekintés: Ising modell, utazé tigynok probléma
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Motivacié és emlékeztetd: nemlinedris fuggvényillesztés

A x? koltségfiiggvényt szeretnénk minimalizalni:

Z lyi — X,Ia

Altaldnos esetben ez a kovetkezore vezet:
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@ Ha f az a paraméterektdl nem fliggd bazisfliggvények
linedrkombinacidja = probléma linedris

o egyébként egy nemlinedris egyenletrendszer
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Optimalizacid, extrémumok megkeresése

Egy lehetséges stratégia:
@ nem a derivaltra vonatkozé egyenletrendszer oldjuk meg,
@ hanem kozvetleniil prébaljuk x2-et minimalizalni

o altaldban viszont ismerjiik a % derivéltakat, ez még jdl jon
J
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Optimalizacid, extrémumok megkeresése

Egy lehetséges stratégia:
@ nem a derivaltra vonatkozé egyenletrendszer oldjuk meg,
@ hanem kozvetleniil prébaljuk x2-et minimalizalni

o altaldban viszont ismerjiik a % derivéltakat, ez még jdl jon
J

Az extrémumkeresés ennél egy még altalanosabb probléma
e adott egy f(x) fliggvény, hol van a minimuma, illetve maximuma?
@ extrémum: minimum vagy maximum

@ pl. rendszer energiaminimuma, legkisebb hatas stb.

A tovabbiakban egy f(x) fiiggvény minimumkeresését tekintjiik

@ maximumkeresés: f(x) — —f(x)
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Optimalizacid, extrémumok megkeresése

Feladat: taldljuk meg az extrémumot
@ minél kevesebb [épésben
@ minél pontosabban

@ minél kevesebb fliggvénykiértékeléssel
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Optimalizacid, extrémumok megkeresése

Feladat: taldljuk meg az extrémumot
@ minél kevesebb [épésben
@ minél pontosabban

@ minél kevesebb fliggvénykiértékeléssel
A gyokkereséshez hasonldan, két f6 csoportra oszthatéak a médszerek

@ csak az f(x) fuggvényértékeit hasznaljak

e f(x) derivaltjit is hasznaljak
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F6 probléma: lokalis és globalis minimumok

X X

Figure: Egy fiiggvény lokalis és globalis minimumai. (©Numerical Recipies

az algoritmusok altaldban lokalisan miikodnek
emiatt rossz helyrdl indulva rossz minimumot taldlnak

“bennragadnak” a lokdlis minimumban

nemlinedris esetben univerzilisan j6 globalis algoritmus nincs
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Minimum bekeretezése egy dimenzidban

Minimumkeresés esetén
@ a< b < c, tovabbd f(b) < f(a) és f(b) < f(c)
o ekkor a fiiggvénynek lokdlis minimuma van a és ¢ kozott
@ a minimum bekeretezéséhez tehdt harom pontot kell hasznalni
°

emlékeztetd: a gyokkeresés esetén két pontot haszndltunk a
bekeretezéshez
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Minimum iterativ keresése

Kiindulas:

@ bekereteztik a minimumot az a, b és ¢ szamokkal

Iteracids épés:
@ vidlasztunk egy Uj x pontot az [a, c] intervallumon beliil, pl.
b<x<c
@ ha f(x) < f(b) akkor az Uj bekeretezd ponthdromas (b, x, ¢)
@ ha f(x) > f(b) akkor az 0j bekeretezé ponthdromas (a, b, x)
o addig folytatjuk, mig a két széIs6 pont kozotti tavolsag elég kicsi
nem lesz
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Minimum iterativ keresése

Figure: Az iterativ minimumkeresés grafikus szemléltetése. (©Numerical
Recipies

Kormanyos Andor Fiiggvényextrémum keresés (Optimalizacid)



Minimum iterativ keresése

Figure: Az iterativ minimumkeresés grafikus szemléltetése. (©Numerical
Recipies

Hol érdemes az (j pontot vélasztani?
@ a kialakulé legrovidebb intervallumot akarjuk megtartani
@ de ennek is tudnia kell a feltételt:
f(b') < f(a') és f(b') < f(c')

@ minimalizalni akarjuk a rossz pont védlasztdsanak esélyét
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Az Uj pont helyének megvalasztasa: aranymetszés mddszer

Meg lehet mutatni, hogy (I4sd Numerical Recipies):
@ egy (a,b,c) ponthdromasbdl indulva
@ tekintve az [a, b] és a [b, ] intervallumokat

@ az (j x pontot a két fenti intervallum koziil a nagyobbik 0.38197-ed
részénél érdemes felvenni

a b X o]

Ez a szém kapcsolatban 3ll az aranymetszéssel: (1 ++/5)/2
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Az Uj pont helyének megvalasztasa: aranymetszés mddszer

Meg lehet mutatni, hogy (I4sd Numerical Recipies):
@ egy (a,b,c) ponthdromasbdl indulva
@ tekintve az [a, b] és a [b, ] intervallumokat

@ az (j x pontot a két fenti intervallum koziil a nagyobbik 0.38197-ed
részénél érdemes felvenni

a b X o]

Ez a szém kapcsolatban 3ll az aranymetszéssel: (1 ++/5)/2

Ez azt jelenti:
@ a keresési intervallum minden [épésben 0.61803-szorosdra csokken

o kicsit lassabb, mint a gyokkeresés felezgetés mddszere
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Ledllasi feltétel

Milyen pontosan lehet megtaldlni a minimumot?

Ha a minimumot (1 —€)b < b < (1 + €)b kozé akarjuk keretezni
@ a minimum kortli Taylor-sok mdsodik tagja eltiinik

F(x) ~ f(b) + 3" (b)(x — b)?

@ a masodik tag a fenti egyenletben elhanyagolhaté lesz az els6hoz
képest, ha
2|f(b)|

‘b*X‘<\/€‘b| bzf//(b)

ahol € a szamabrazolasi pontossig

@ igy a minimum kozelébe csak /¢ rendben keriilhetiink
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Brent-mddszer parabolikus interpolaciéval

Ha a fliggvény j6l viselkedik, akkor az aranymetszés médszernél
gyorsabban konvergdlé mdédszer is van
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Brent-mddszer parabolikus interpolaciéval

Ha a fliggvény j6l viselkedik, akkor az aranymetszés médszernél
gyorsabban konvergdlé mdédszer is van
Ha az a, b és c pontok bekeretezik a minimumot

@ megprébalhatunk paraboldt illeszteni

@ az Uj pontot a parabola minimumaba tessziik

Figure: Minimumkeresés parabolaillesztéssel. (© Numerical Recipies

Ha nem sikerlil jé parabolat illeszteni, visszatériink az intervallum
felosztasahoz
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Derivaltat is haszndlé mdédszer egy dimenzidban

Ha nem csak az f fliggvény, de a derivaltja is ismert

o elvileg kereshetnénk a derivalt zérushelyeit, valamely gyokkereso
mddszerrel

o de nem tudjuk megmondani, hogy az f'(x) = 0 helyek maximumnak
vagy minimumnak felelnek meg

Az aranymetszéses mddszer javithatd
@ ha a derivéltat olcsé kiszamolni
@ a minimumot itt is a, b és ¢ pontok keretezik

@ kiszdmoljuk f'(b)-t, az eléjele megadja, hogy merre 1épiink
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Tobbdimenziés mddszerek

Tobb dimenzidban, vagyis egy tobbvaltozés f(x) fliggvény esetén nem
tudjuk bekeretezni a minimumot!
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Tobbdimenziés mddszerek

Tobb dimenzidban, vagyis egy tobbvaltozés f(x) fliggvény esetén nem
tudjuk bekeretezni a minimumot!
A moddszerek most is két csoportra oszthatdak:

@ csak fliggvénykiértékelések sziikségesek, pl Nelder—-Mead-mddszer

e a fliggvény Vf(x) gradiensét is fel tudjuk hasznalni, pl konjugalt
gradiens médszer
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A Nelder—Mead-mddszer

Mi a szimplex?
@ a D dimenzids térben D + 1 pont &ltal meghatarozott test
@ 2 dimenzidban: haromszog
@ 3 dimenzidban: altaldnos tetraéder stb.

@ nemdegenerdlt szimplex: ha D + 1 pont koziul egyiket az origdnak
vélasztjuk, az origdbdl a tobbi D pontba mutatd vektorok kifeszitik
a D dimenziés vektorteret
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A Nelder—Mead-mddszer

Kiindulas:
@ valasztunk egy Py pontot, ami kozel van a minimumhoz
o ekorul valasztunk egy nem til nagy szimplexet
@ példaul a kovetkez6 médon:

P; = Py + )\e;

@ e;-k a bazisvektorok

@ ha van valamilyen karakterisztikus hossz-skaldja a problémanak,
akkor A-t eszerint vélasztjuk

@ egyébként probdlgatds
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A Nelder—Mead-mddszer

Kiindulas:
@ valasztunk egy Py pontot, ami kozel van a minimumhoz
o ekorul valasztunk egy nem til nagy szimplexet
@ példaul a kovetkez6 médon:

P; = Py + )\e;

@ e;-k a bazisvektorok

@ ha van valamilyen karakterisztikus hossz-skaldja a problémanak,
akkor A-t eszerint vélasztjuk

@ egyébként probdlgatds

Elemi lépés:
@ meghatdrozzuk a szimplex azon cslicsat, ahol a fuggvény értéke a
legnagyobb
@ ezt a csticsot médositjuk
@ a mddositas tobbféle médon torténhet
@ a szimplex csucsaiban felvett fuggvényértékek osszehasonlitasaval
eldontjuk, hogy melyik médositast fogadjuk el
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Lehetséges szimplex |épések

eredeti szimplex eredeti szimplex

ax ax
8 L
>0 & >0 i0
3% tikrozés =R kontrakcio
&2 g
€3 25
5> S>>
3> 3>
23 23
2 2

tiikrozés és
nyuijtas

] tobbiranyl kontrakcio

Latvanyos animacié arrél, hogy hogyan miikodik a mdédszer egy
kétdimenzids fiiggvény esetén a Wikipedian
https://en.wikipedia.org/wiki/Nelder’E2%80%93Mead method
A szimplex amObaszeriien mozogva taladlja meg a legkozelebbi lokilis

fuggvényminimumot
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https://en.wikipedia.org/wiki/Nelder%E2%80%93Mead_method

A szimplex médszer tulajdonsagai

o a fiiggvény parcidlis derivaltjai nem sziikségesek

@ de a szimplex csticsai mindig valami képet adnak a fluggvény lokalis
meredekségérdl

Az “amdba” mozgdsa
o a fliggvény meredek részein lemaszik a hegyrol
@ a sziik volgyekben 6sszehiizédik, és dgy halad lefelé

@ a végén rahlzédik a minimumra

Leallasi feltétel:
@ a szimplex térfogata egy adott méretnél kisebb

@ a csticsokban felvett fliggvényértékek egy adott hataron beliil vannak
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Konjugalt gradiens mdédszere
Mint a mddszer neve is jelzi, a fuggvény gradiensére is sziikségiink lesz
Alapétlet: tegyiik fel, hogy f(x) igaz:
fx)~c—b-x+3-x-A-x,

@ jé kozelitéssel kvadratikus

o emlékeztetdé: pl a x? minimalizalasi problémak is lehetnek ilyenek!
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Konjugalt gradiens mdédszere
Mint a mddszer neve is jelzi, a fuggvény gradiensére is sziikségiink lesz
Alapétlet: tegyiik fel, hogy f(x) igaz:

fx)~c—b-x+3-x-A-x,

j6 kozelitéssel kvadratikus

o emlékeztetdé: pl a x? minimalizalasi problémak is lehetnek ilyenek!

e f-nek nagysagrendileg O(N?) paramétere van
@ ezek a b, valamint az A elemei

@ ha barmelyik paramétert ezek koziil véltoztatjuk, az befolydsolhatja
a minimum helyét

o tehdt nagyjabdl O(N?) szamot kell meghatdroznunk

@ ehhez haszndlhatjuk a gradiens vektor elemeit

o illetve kiildnbdzd irdnyok mentén vett (egydimenzids)
minimalizacidkat
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A legmeredekebb ereszkedés

Legegyszeriibb hozzaallds: induljunk ki egy Py pontbdl

o

hatdrozzuk meg a gradiensvektort: —V £ (Py), ez kijeldl egy irdnyt
ez az irany mentén csokken a leggyorsabban a fiiggvény

ezért a |1épés maga az irdny altal kijelolt egyenes mentén torténd
minimalizacié legyen

igy ériink el a Py pontba

a lépéssor ismétlése —Vf(P;) irdnyba

ez a legmeredekebb ereszkedés (steepest descent) mddszer
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A legmeredekebb ereszkedés problémaja

<~

Figure: Legmeredekebb ereszkedés iteracié. (©Numerical Recipies

Probléma
@ az Ujabb pontban a gradiens mindig merdleges a el6z6 irdnyra
@ ez abbdl kovetkezik, hogy minimumba Iéptiink
@ vagyis egy Ujabb 1épés mindig merdleges lesz az el6z6re
@ “sziik volgyekben” nagyon lassan halad az iteracié
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Konjugalt gradiens mdédszere

Ha mindig gradiens iranyba megyunk, az nem jé
@ |épjlink Gn. konjugdlt iranyokba
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Konjugalt gradiens mdédszere

Ha mindig gradiens iranyba megyunk, az nem jé
@ |épjlink Gn. konjugdlt iranyokba

Vektorok egy g;, 85, -..,8, halmaza ortogonalis, ha
g g =0 hai#j

Vektorok egy hy, hy, ..., h, halmaza A szerint konjugalt, ha

h] Ah; =0, ha i #j
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Konjugalt gradiens mdédszere

Ha mindig gradiens irdnyba megylink, az nem jé
@ |épjunk dn. konjugdlt irdnyokba
Vektorok egy g;, 85, -..,8, halmaza ortogonalis, ha
g g =0 hai#j
Vektorok egy hy, hy, ..., h, halmaza A szerint konjugalt, ha

h] Ah; =0, ha i #j

@ egy Py pontbdl kiindulva olyan lépéseket szeretnénk generalni,
melyek teljesitik a konjugalitdsi feltételt.

@ beldthatd, hogy ezzel hatékonyan minimalizalhaté a kordbban felirt
f(x) kvadratikus probléma
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Konjugalt gradiens mdédszere

Egy g, és egy h, vektorsorozatot fogunk generdlni
Kiindulas:

Py pontbdl indulunk

o az elsé lépést gradiens irdnyban tessziik: g, = —V£(Py)

@ a masik vektorsorozat inicializdldsa: hy = g

@ a hg irdnyban keressiilk meg a fiiggvény lokélis minimumat : Py
@ ekkor nyilvan irhaté: P; = Pg + aghg
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Konjugalt gradiens mdédszere

Egy g, és egy h, vektorsorozatot fogunk generdlni

Kiindulas:
@ Py pontbdl indulunk
o az elsé lépést gradiens irdnyban tessziik: g, = —V£(Py)
@ a masik vektorsorozat inicializdldsa: hy = g
@ a hg irdnyban keressiilk meg a fiiggvény lokélis minimumat : Py
@ ekkor nyilvan irhaté: P; = Pg + aghg

Tovabbi Iépések:
@ meghatdrozzuk a legmeredekebb irdnyt: g, = —Vf(P,)
@ de a kovetkez6 minimalizalast a h, = g,, + v,h,—1 irdnyba végezziik,
ahol .
_ 8.8,
e e
gn—lgn—l

e vagyis P, =P,_1 + a,h,,
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Konjugalt gradiens mdédszere

Tehat
@ az elsd 1épést még a hg = g, legmeredekebb ereszkedés irdnyaba
tessziik
o de hy =g; +71ho # g
@ vagyis a kovetkezd |épéseket mar nem a g; = — V£ (P1)

legmeredekebb ereszkedés irdnyaba torténnek
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Konjugalt gradiens mdédszere

Tehat
@ az elsd 1épést még a hg = g, legmeredekebb ereszkedés irdnyaba
tessziik
o de hy =g; +71ho # g
@ vagyis a kovetkezd |épéseket mar nem a g; = — V£ (P1)

legmeredekebb ereszkedés irdnyaba torténnek

Honan ered a név?

Megmutathatd, hogy a h, vektorokra teljestl:
h/Dh; =0, ha i # j
ahol az D matrix az f(x) fliggvény Hessian matrixa

Viszont az D matrixot nem kell explicit szamolni!
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Emlékezteto és osszehasonlitas

@ hasonlé problémdval mar taldlkoztunk: nemlinedris fuggvényillesztés
el6adas

@ akkor x?(a) koltségfiiggvény minimalis egy a,i, paramétervektor
esetén

@ ha van valami sejtésiink arrél, hogy a,,i, hol helyezkedik el a
paramétertérben, akkor ezt kihasznalhatjuk: a;,-hez kozeli ag
esetében

2 2.2
202\ o 2 9x° _ 719X 3
x“(a) ~ x“(ao) + Dak |, (a—ap) + (a—ao) 2 Dae0ar |, (a—ao)
Tehat
Vx*(a) = Vx*(ao) + D - (a — ao)
Jelolések: .2 2.2
Vy3(ag) = 9xX- - 9x
X ( 0) o”'ak a K 63/(88/ a

Mivel a model explicit adott, Vx?(ag) és D kiszdmolhaté
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Emlékezteto és osszehasonlitas

Ha a = a,in, akkor Vx?(ami,) = 0. =

(amin — a0) = —D 7 [Vx*(a0)]
Elvileg egy |épésben megtaladlhatjuk a,;,-t:

Amin = aAp — D_I[VXZ(aO)]
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Emlékezteto és osszehasonlitas

Ha a = a,in, akkor Vx?(ami,) = 0. =

(amin - aO) = _D_I[VXQ(aO)]

Elvileg egy |épésben megtaladlhatjuk a,;,-t:

Amin = aAp — D_I[VXZ(aO)]

ésszefoglalva

ha ismeriink egy minimumhoz kozeli ag pontot
és tudjuk szamolni a D Hessian matrixot

akkor nem kell iterdlni, hanem akar egy lépésben is megtalalhatjuk a
minimumot

a D szamoldsa sok probléma esetén nem lehetséges, és/vagy nincs
egy j6 ag kiindulé pont

ekkor iterativ mddszerek
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Néhany nehéz probléma

Minimalizacids problémak tobb szempontbdl is lehetnek nehezek
@ nagyon bonyolult a minimalizdlandé fliggvény
@ nem ismerjuk a derivaltjait
@ lehet, hogy nem is adott fliggvényként, pl algoritmus allitja el
°

a fliggvénynek nagyon sok véltozdéja van

Fizikdban tobbnyire
@ valamilyen rendszer energiaminimumat keressiik
@ az energia lesz tehat a koltségfuggvény

@ a vdltozdk a rendszer szabadsagi fokai
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Bonyolult energiafeliiletek

Az energiafeliilet (koltségfiiggvény) lehet nagyon bonyolult
@ nagyon sok valtozé

@ a konfiguracids térnek lehetnek nagy ‘“vizvalasztékkal” szepardlt
részei az egyes (lokalis) minimumok kozott

o ezeken a (energia)hegyeken csak nagy ugréssal lehet dtjutni

o kérdés, hogy elég-e hozza az elemi 1épés
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Példa sok valtozéra: Ising-modell

Ferromagneses vagy antiferromagneses anyagok modellje
@ olyan anyag, amiben az atomok egy racsban vannak

@ minden atomnak van egy spinje és ezzel ardnyos magneses
momentuma

@ a spinek kolcsonhatnak
A rendszer Osszenergidja

E=-)Y JiSiSi—uH>_S;,
(i) j

@ S; az i. spin, értéke +1 vagy —1
@ Ji a két spin kozotti csatoldsi allandé

@ H a kiilsé magneses tér
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Ising-modell

A rendszer Osszenergidja

E==-) JiSiSi—uH>_S;,
(i) j

Ferromdgnes legegyszeriibb modellje

Jij = J > 0 dllandd, és csak a szomszédos spinek kozott
mivel J > 0 ezért a szomszédos spinek parallel bedlldsa preferdlt

nulla hémérsékleten az alapallapot (energia minimmum) az, hogy
minden spin parallel — maximalis magnesezettség

@ véges homérsékleten termikus fluktudcidk

@ a magnesezettség (~ a spin atlagos értéke) tehat fiigga T

hémérséklettol
T > T, esetén eltlinik a magnesezettség

mekkora T, értéke? 1 és 2 dimenzidban a feladat egzaktul
megoldhatd

realisztikusabb esetben (3D, nem csak elsé szomszéd J;;) mar nincs
egzakt megoldas
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Utazé lgynok (travelling salesman)

Egy tigynoknek be kell jdrnia az USA Osszes N nagyvarosat. Taldljuk meg
a legrovidebb Gtat, amely minden varos pontosan egyszer érint!

@ a varosok a térképen x;, y; pontokban helyezkednek el
@ a koltségfiggvény

N

L=V =il + 0 — yirt? (1)

i=1

Ha a varosok szama N, akkor
1 . .
e 5N(N — 1) tavolsdg van
@ az Osszes lehetséges bejards szama: N! (permutacid)
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Nehéz szamitdsi problémak

A lehetséges konfigurdcidk szdma nagyon nagy
o Ising-modellnél spinek bealldsa: 2V
@ utazé ligynoknél az utak szdma: N!
@ tehdt a konfigurdcidk szdma exponencidlisan novekszik

@ ezért nem lehet minden konfigurdcidt végigprébalgatni, hogy
megtaldljuk a minimumot
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Nehéz szamitdsi problémak

A lehetséges konfigurdcidk szdma nagyon nagy
o Ising-modellnél spinek bealldsa: 2V
@ utazé ligynoknél az utak szdma: N!
@ tehdt a konfigurdcidk szdma exponencidlisan novekszik

@ ezért nem lehet minden konfigurdcidt végigprébalgatni, hogy
megtaldljuk a minimumot

Kozos jellemzd, hogy egy adott konfiguracidra

@ az Ising modellnél az energia kiszamitdsa legrosszabb esetben is
O(N?) nagysagrendii
@ utazé ligynoknél az it kiszamitdsa csak O(N) nagysagrendii
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Nehéz szamitdsi problémak

Vagyis a probléma
@ megolddsa Ggy, hogy minden konfiguraciét kiprébalunk, nehezebb,
mint polinomiilis

@ de egy konfiguracié polinomialis id6 alatt kiértékelhetd

Az ilyen szdmitasi prolémdkat NP-teljesnek nevezziik (non-deterministic
polynomial)
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Nehéz szamitdsi problémak

Vagyis a probléma
@ megolddsa Ggy, hogy minden konfiguraciét kiprébalunk, nehezebb,
mint polinomiilis

@ de egy konfiguracié polinomialis id6 alatt kiértékelhetd

Az ilyen szdmitasi prolémdkat NP-teljesnek nevezziik (non-deterministic
polynomial)

Az Ising modell illetve az utazé tigynok probléma megolddsdra mas
megkozelitést szoktak alkalmazni, ldasd Monte Carlo médszerek
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Koszonom a figyelmet!
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