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Hogyan szamoljunk bonyolult integralokat?
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Figure: Kacsalsztatd bekeritett teriilet kdzepén.

Mekkora a kacsalsztatd teriilete?
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Hogyan szamoljunk bonyolult integralokat?
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Figure: Kacsalsztatd bekeritett teriilet kdzepén.

Mekkora a kacsalsztatd teriilete?

Ha véletlenszeriien és egyenletesen dobalunk be kavicsokat a keritésen
beliili terliletre, a keresett tertilet:

Npond A Npond

negyzet — Anegyzet
Nossz Npond + Nnegyzet

Apond =
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Formalisabban

Az f(r) = 1 fliggvényt integraltuk egy bonyolult tartomdnyon

Apons = | / f(r) dr
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Formalisabban

Az f(r) = 1 fliggvényt integraltuk egy bonyolult tartomdnyon

Apons = | / f(r) dr

Tovabblépés: tetszbleges fliggvény esetén igaz

/b f(x)dx = (f)(b—a) (f) :atlag

f(x) //\

T <f(x) >

Integral: gorbe alatti teriilet
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Az integral Monte-Carlo kozelitése

Alapegyenlet:

- (f2) — (F)*
/Vf(r)drNV<f>:|: N

=]

1 N
() =5> f(r) reV
i=1

@ az integrélt értékét a V integraldsi tartomany térfogatdnak és a
fuggvény atlagértékének szorzataként irjuk fel

@ ez altaldban igaz, ha a fuggvény dtlagdt pontosan ismernénk
@ most a fiiggvény atlagdt becstljik

@ Véletlenszerlien generalunk r; pontokat a V integralasi tartomanyon
beliil

@ Xx; valasztasa V-bol egyenletes eloszldssal!
a hiba (egy standard eltérés) ~ 1/v/N-nel csokken
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Random minta valasztasa

A Monte Carlo integralashoz kell:
@ ismerni a V integralasi tartomany térfogatat
@ random vektorokat vélasztani V-bdl

Téglatest integraldsi tartomany esetén egyszer(i
@ a tartomany térfogatdt konnyen szdmolhatjuk
@ D darab alvéletlen szamot generalunk, ahol D a dimenzié

o kell egy j6 alvéletlenszdm-generdtor: legyen kicsi az autokorreldcié

Ri = (xixi+k) = 0
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Random minta valasztasa bonyolult tartomanybdl

A Monte Carlo integraldshoz kell:

ismerni a V integralasi tartomany térfogatat

random vektorokat valasztani V-bdl

Bonyolult integralasi tartomany esetén: V nem feltétlen ismert

e 6 66 o o

fedjik le a tartomdnyt egy téglatesttel, ennek Vieg, térfogata ismert
generaljunk pontokat a téglatesten beliil

ellendrizziik, hogy a pont belil esik-e az integraldsi tartomanyon

ez utébbit gyorsan el kell tudni donteni

ha a pont belul esik az integraldsi tartomanyon, akkor felhaszndjuk
az (f) &tlag szdmitashoz

az ismeretlen V térfogat a generalt pontok elfogadasi
valészintiségével ardnyos:

_ #elfogadott pontok

4 =
#0sszes pont

tegla
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Alvéletlen szamsorozat, egyszer(i tesztek

A szamitogép alvéletlen szamokat tud generdlni
@ determinisztikus algoritmus altal eléallitott szamok
@ statisztikai tulajdonsdgai alapjan mégis véletlenszeriinek tiinik

A szamitégép (al)véletlenszdm generdtora altalaban egyenletes
eloszlassal, [0,1] intervallumbdl generdl szamokat
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Alvéletlen szamsorozat, egyszer(i tesztek

A szamitogép alvéletlen szamokat tud generdlni

@ determinisztikus algoritmus altal eléallitott szamok

@ statisztikai tulajdonsdgai alapjan mégis véletlenszeriinek tiinik
A szamitégép (al)véletlenszdm generdtora altalaban egyenletes
eloszlassal, [0,1] intervallumbdl generdl szamokat

Ellenorzés

@ ha valéban véletlenszerii, egyenletes eloszlasiiak a generalt szamok:
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Alvéletlen szamsorozat, egyszer(i tesztek

A szamitogép alvéletlen szamokat tud generdlni
@ determinisztikus algoritmus altal eléallitott szamok
@ statisztikai tulajdonsdgai alapjan mégis véletlenszeriinek tiinik

A szamitégép (al)véletlenszdm generdtora altalaban egyenletes
eloszlassal, [0,1] intervallumbdl generdl szamokat

Ellenorzés

@ ha valéban véletlenszerii, egyenletes eloszlasiiak a generalt szamok:

! 1 & 1 1
k k
xdex%—Ex,—_iJrO—

A () N’,1 k+1 («/N)

@ Ha x; és x;, koz0s eloszlasit leird P(x;, xi1x)-ra igaz, hogy x; és
Xi+k fuggetlenek, egyenletes eloszldssal:

1
/dx/ dy x-y-P(x,y) ~ ZX,X,+k (’)(m)
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Monte Carlo integralds tulajdonsagai

A Monte Carlo integralds implementdldsa elég egyszerii, de vannak
problémai
@ lassan konvergal

@ kis tartomanyon nagyokat valtozd fliggvényekkel nehezen boldogul

Miért alkalmazzak mégis?
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Monte Carlo integralds tulajdonsagai

A Monte Carlo integralds implementdldsa elég egyszerii, de vannak
problémai
@ lassan konvergal

@ kis tartomanyon nagyokat valtozd fliggvényekkel nehezen boldogul
Miért alkalmazzak mégis?

@ egydimenzids integralok numerikus kiszamitdsara |éteznek kifinomult
modszerek

o elvileg ezek 2-3 dimenzids esetben is alkalmazhatdak, ha az
integrandus és az integralasi hatarok nem til bonyolultak

@ gyakorlatban az integral kiszdmoldsdhoz sziikséges
fuggvénykiértékelések lehetséges maximalis szama ad egy felso
korlatot: N,,.x
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Monte Carlo integralds tulajdonsagai

Miért alkalmazzak mégis?

pl ha a dimenzidék szima D = 6, és dimenziénként Nip = 10
integraldsi pontot vesziink, akkor ésszesen Np.x = (Nip)P = 10°
kiértékelés
a D dim integralt D darab 1 dim integrdl segitségével szamoljuk

. . . e 1 14 —4
az egyes 1 dim integralok hibdja O([5-]*) ~ 10
a D dim integrél teljes hibdja tehdt ~ D - O([ﬁ]ﬂ') ~6-107%
az integraldsi hatarok bonyolultsagdbdl eredd esetleges problémakat
még is vettiik figyelembe

a Monte Carlo integralds hibdja ~ \/ﬁ ~ 1073 fiiggetleniil D-tdl

=> ugyanaz a nagysagrend

Sokdimenzids integralokat gyakorlatilag csak Monte Carlo mdédszerrel
lehet elvégezni!
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Fejlettebb Monte Carlo integraldsi mdédszer(ek)

llyenekbdl tobb is van, itt most a kovetkezd kérdést tekintjuk:
Az integrandus gyakran olyan, hogy kis tartomanyon nagyot viéltozik, pl:

N

4
/2 .
./74e dXNNZf(X,)

i=1

Ha [—4, 4] intervallumon egyenletes valdszinliséggel vélasztjuk az
integraldsi pontokat, akkor sok x; esetén f(x;) = 0 = sok
fuggvénykiértékelések alig ad jarulékot
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Fejlettebb Monte Carlo integraldsi mdédszer(ek)

llyenekbdl tobb is van, itt most a kovetkezd kérdést tekintjuk:
Az integrandus gyakran olyan, hogy kis tartomanyon nagyot viéltozik, pl:

N

4
/2 .
./74e dXNNZf(X,)

i=1

Ha [—4, 4] intervallumon egyenletes valdszinliséggel vélasztjuk az
integraldsi pontokat, akkor sok x; esetén f(x;) = 0 = sok
fuggvénykiértékelések alig ad jarulékot

Viélasszunk x;-t a fontos tartomanybdl! = importance sampling
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Importance sampling

Formélisan: ha az r; pontok egy V térfogatbdl valamilyen p(r)
stirtiségfliggvény szerint valasztjuk, ahol

/ﬁUWV=1

akkor

/f(")dV = /;g:;p(r)dv ~ <;> + \/<f2/P2>,; (f/p)?

ahol
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Importance sampling

Formélisan: ha az r; pontok egy V térfogatbdl valamilyen p(r)
stirtiségfliggvény szerint valasztjuk, ahol

/ﬁUWV=1

akkor

/f(")dV = /;g:;p(r)dv ~ <;> + \/<f2/P2>,; (f/p)?

ahol

@ hogyan valasszuk p(r)-t?

@ hogyan generaljunk r; pontokat adott p(r) siirliségfiiggvény szerint?
Az alvéletlenszam-generatorok egyenletes eloszldssal generdlnak
szamokat.
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Importance sampling

Jrwav = [ Dpmav ~ (L) = NG

@ hogyan viélasszuk meg a p-t?
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Importance sampling

Jrwav = [ Dpmav ~ (L) = NG

@ hogyan viélasszuk meg a p-t?

Amennyire lehet, legyen f(r)/p(r) konstans! = “reduction of variance”
Meg lehet mutatni, hogy p(r) ~ |f(r)| (l&sd Numerical Recipies,
Eq.(7.8.4)-(7.8.7))
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Importance sampling

Jrwav = [ Dpmav ~ (L) = NG

@ hogyan viélasszuk meg a p-t?

Amennyire lehet, legyen f(r)/p(r) konstans! = “reduction of variance”
Meg lehet mutatni, hogy p(r) ~ |f(r)| (l&sd Numerical Recipies,
Eq.(7.8.4)-(7.8.7))

@ hogyan generdljunk valamilyen p(r) eloszlds szerint véletlen
szamokat? Onmagdban is érdekes probléma!
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Importance sampling

Jrwav = [ Dpmav ~ (L) = NG

@ hogyan viélasszuk meg a p-t?

Amennyire lehet, legyen f(r)/p(r) konstans! = “reduction of variance”
Meg lehet mutatni, hogy p(r) ~ |f(r)| (l&sd Numerical Recipies,
Eq.(7.8.4)-(7.8.7))

@ hogyan generdljunk valamilyen p(r) eloszlds szerint véletlen
szamokat? Onmagdban is érdekes probléma!

Tekintsiik el8szor az egydimenzids problémat: p(x)
Két f6 mddszer
o Ha p(x) kumulalt eloszldsanak inverze ismert:
inverzeloszlds-mddszert

@ Ha p(x) kumul3lt eloszldsa nem invertdlhaté: elfogadds-elvetés
modszer
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Inverzeloszlas-modszer

Az alvéletlenszam-generatorok egyenletes eloszldssal generdlnak

szamokat:
dx 0<x<l1

”(X)dxz{ 0 egyébként

Mi lesz az eloszldsa annak az valdsziniiségi valtozénak, amelyet egy y(x)
fuggvény segitségével kapunk?

dx
dy

Ip(y)dy| = |p(x)dx| — p(y) = p(x)
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Inverzeloszlas-modszer

Az alvéletlenszam-generatorok egyenletes eloszldssal generdlnak
szamokat:
dx 0<x<1

”(X)dxz{ 0 egyébként

Mi lesz az eloszldsa annak az valdsziniiségi valtozénak, amelyet egy y(x)
fuggvény segitségével kapunk?

dx
dy

Ip(y)dy| = |p(x)dx| — p(y) = p(x)

Ha x egyenletes eloszlasd és azt akarjuk, hogy y(x) siirliségfiiggvénye

adott f(y) legyen, akkor a Z—; = f(y) differencidlegyenletet kell
megoldani.
y
X = / f(y")dy' = F(y) F(y) : kumuldlt eloszlasfiiggvény
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Inverzeloszlas-modszer

Ha az F(y) fiiggvény invertdlhatd, a keresett y(x) fliggvény:

= y() = F(x)

Példa: ha exponenciilis eloszlasti valdszinliségi valtozét akarunk
generalni az egyenletes eloszlast segitségével, akkor f(y) = e™ és
y(x) = —In(x) (Ellendrizzék!)
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Inverzeloszlas-modszer

Ha az F(y) fiiggvény invertdlhatd, a keresett y(x) fliggvény:

= y() = F(x)

Példa: ha exponenciilis eloszlasti valdszinliségi valtozét akarunk
generalni az egyenletes eloszlast segitségével, akkor f(y) = e™ és
y(x) = —In(x) (Ellendrizzék!)

Az inverzeloszldas mddszer geometriai interpretacidja:

- x= /y f(y")dy' = F(y)

o generdljunk x-t
egyenletes eloszlassal

@ keressiik meg a hozza
tartozé y értéket
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Elfogadds-elvetés médszer (von Neumann mddszer)

Nem sziikséges, hogy a kumulativ eloszldsfuggvényt és az inverzét explicit
szamolni tudjuk

@ hiizunk egy x véletlenszdmot p(x)
értelmezési tartomanyabdl

@ hilzunk egy y véletlenszamot 0 és Wy
kozétt, ahol Wy > p(x), Vx
mindkett6t egyenletes eloszlassal

ha y < p(x), akkor megtartjuk x-et

> 05

kulonben eldobjuk x-et, és djra hidzunk

® 6 o o

a legtobb megtartott x érték onnan
jon, ahol p(x) értéke a legnagyobb: x
eloszldsa p(x) lesz

o elvileg tetszolegles D dimenzidban is
miikodik
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Az elfogadas-elvetés mddszer problémai

Ha az eloszlasfliggvény nagyon “éles”
@ pl. Gauss nagyon kis o-val

@ a huzott szdmokat majdnem mindig el fogjuk dobni

Egy dimenzidban
o léteznek Un. adaptiv elfogadas-elvetés médszerek

@ a p(x) eloszlast valami invertdlhaté fiiggvénnyel majoraljuk

Tobb dimenziéban:

@ a minta elutasitasdnak valdszinlisége exponencidlisan novekszik a
dimenziészammal =- “the curse of dimensionality”

e 3ltaldban is p(x) direkt mintavételezése bonyolult lehet
@ szokasos megoldds: Metropolis—Hastings-algoritmus
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A Metropolis—Hastings algoritmus

“...But realize that this is the pivotal chapter of the book, one that
addresses the methods that radically changed our perception of
simulation and opened countless new avenues of research and
applications. It is thus worth reading this chapter more than once!”

C. P. Robert and G. Casella, Monte Carlo Statistical methods
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A Metropolis—Hastings algoritmus

“...But realize that this is the pivotal chapter of the book, one that
addresses the methods that radically changed our perception of
simulation and opened countless new avenues of research and
applications. It is thus worth reading this chapter more than once!”

C. P. Robert and G. Casella, Monte Carlo Statistical methods

A legels6 cikk:

N. Metropolis, A. W. Rosenbluth, M. N. Rosenbluth, A. H. Teller, E. Teller,
" Equation of State Calculations by Fast Computing Machines”. Journal of
Chemical Physics. 21 (6): 1087-1092 (1953).
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A Metropolis—Hastings algoritmus

Mdédszer egy sok elemii random minta generdldsira tetszbleges p(x),
tobbvaltozds eloszlasfiiggvény alapjan

@ p(x) nem feltétlen normalt, de integrilhaté

o p(x) tetszbleges x-re kiszdmolhaté

Ez egy in. Markov-lanc Monte Carlo médszer
@ egy tetszOleges xo random vektorbdl indulunk
@ generalunk egy egy Xi, Xo, ..., Xy sorozatot

@ a minta N — oo esetben megkdzeliti a p(x) eloszlast
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A Metropolis—Hastings-algoritmus
Kiindulas:
o tetszbleges xo random vektorbdl, melyre p(xg) értelmezett
Iteracids épés:
@ generalunk egy r random vektort

@ pl. a x; elemei koriil Gauss eloszlassal valsztunk értékeket

o tekintjik az x;41 = x; + r vektort

@ ha p(x;y1) = p(x;): a lépést elfogadjuk és x; 1 része lesz a mintdnak
X; .

@ ha p(x;1+1) < p(x;): a lépést M valdszinliséggel fogadjuk el
p(x;

(xi)

Mit jelent ez?
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A Metropolis—Hastings-algoritmus

Kiindulas:

o tetszbleges xo random vektorbdl, melyre p(xg) értelmezett

Iteracids épés:
@ generalunk egy r random vektort
@ pl. a x; elemei koriil Gauss eloszlassal valsztunk értékeket
o tekintjik az x;41 = x; + r vektort
@ ha p(x;y1) = p(x;): a lépést elfogadjuk és x; 1 része lesz a mintdnak
p(xi+1)

p(xi)

@ ha p(x;1+1) < p(x;): a lépést valdszinliséggel fogadjuk el

Mit jelent ez?

@ ha nagyobb valésziniiségli x;+1 pontba mozdulunk, mindig
elfogadjuk a Iépést

@ ha kisebb valdszinliségli x;,1-be mozdulndnk, akkor valamilyen
valésziniiséggel elfogadjuk illetve elvetjiik

o tehdt &ltaldban a p(x) nagy siirliségii régidjdban vandorol x;, de
azért kisebb siirliségli p(x)-nek megfelelé x;-ik is megjelennek
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Példa: y? illesztés Monte Carlo optimalizaciéval

Mit lehet tenni, ha az x? fiiggvényillesztés nem vezet linedris problémara?

@ nemlinedris egyenletrendszer megoldas
@ x? direkt numerikus minimalizldsa

@ most: Monte Carlo médszer
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Példa: y? illesztés Monte Carlo optimalizaciéval

Mit lehet tenni, ha az x? fiiggvényillesztés nem vezet linedris problémara?

@ nemlinedris egyenletrendszer megoldas
@ x? direkt numerikus minimalizldsa

@ most: Monte Carlo médszer

e altaldnos esetben a x? az illesztendd paraméterek fiiggvénye:
X2 =x%(a)

o tekintsiik exp(—x?(a))-t egy (normélatlan) eloszldsnak = ez a
maximum likelihood becslésbdl jon

@ generaljunk egy random a; mintasorozatot exp(—x?(a)) szerint
@ haszndljuk a Metropolis-Hastings algoritmust

@ milyen a,.-ra lesz a valdsziniiség a legnagyobb? Konfidencia
intervallumok?
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\? illesztés Monte Carlo optimalizaciéval

Probléma:

@ egyenes illesztés egy olyan adathalmazra, amely esetén nem vagyunk
biztosak abban, hogy mekkora az adatok o; szérasa

@ ha o; ismert, akkor lattuk: legkisebb négyzetek mdédszere
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\? illesztés Monte Carlo optimalizaciéval

Probléma:

@ egyenes illesztés egy olyan adathalmazra, amely esetén nem vagyunk
biztosak abban, hogy mekkora az adatok o; szdrasa

@ ha o; ismert, akkor lattuk: legkisebb négyzetek mdédszere

Maximum likelihood becslés:

1 i — mx; — b)?
InP(y|x,o,m,b,f) = —= {(ymx)] + In[27s?]

2 £ 52
i 1

ahol
s? = 0% + f2(mx; + b)?

e azt gondoljuk, hogy az “igazi” szérdsnégyzet nagyobb o?-nél és ezt
egy f paraméterrel jellemezhetjiik

@ nemlinedris probléma, m, b és f paramétereket kell meghatarozni
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\? illesztés Monte Carlo optimalizaciéval

¢ truth
5k --=- LS
S~
""+:~..T..:,3L =
L
> 04 + # *T."\'F:#;!\ . ,
RSN N
t #.'\'%ﬁ%"
s
-5 oy
0 2 4 6 8 10

o Generdltunk egy adathalmaz adott o;, m, b és f paraméterekkel
o tehdt ismerjiik az “igazi” egyenest (truth)

e megprébéljuk a legkisebb négyzetek illesztést, adott oj-vel (LS)
e maximum likelihood becsléssel kapott eredmény (ML)

Részletes targyalas:
https://emcee.readthedocs.io/en/v3.0.2/tutorials/line/
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Példa: Monte Carlo optimalizacié szimulalt hokezeléssel

Kordbban lattuk, hogy vannak nehéz szamitasi problémak, pl:
@ Ising modell: melyik a minimalis energidju spinkonfiguracié
@ utazé ligynok: melyik az a bejards, amelyik a legrovidebb Gthosszra
vezet

A lehetséges konfigurdcidk szama nagyon nagy

Ising-modellnél spinek bedllasa: 2N

@ utazd lgynoknél az utak szama: N!

@ tehat a konfiguracidk szdma exponencidlisan novekszik
°

ezért nem lehet minden konfiguraciét végigprobdlgatni, hogy
megtalaljuk a koltségfiiggvény minimumot

viszont egy adott konfigurdciéhoz tartozé “energia”, "Gthossz”
polinomidlis id6 alatt kiértékelhetd
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Monte Carlo optimalizacié szimulalt hokezeléssel

Nem feltétlendl a legjobb megoldast keressiik:
@ ehhez végig kellene prébalni minden konfigurdcidt
@ megelégsziink egy majdnem minimalis energiaval

@ ez lgysem tér el nagyon a valédi minimumtdl
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Monte Carlo optimalizacié szimulalt hokezeléssel

Nem feltétlendl a legjobb megoldast keressiik:
@ ehhez végig kellene prébalni minden konfigurdcidt
@ megelégsziink egy majdnem minimalis energiaval

@ ez lgysem tér el nagyon a valédi minimumtdl

A rendszer tetszOleges xq allapotabdl indulunk ki
o tetszOleges spin-konfiguracid
@ a varosok tetszbleges Osszekotése, stb.

Ehhez tartozik egy E(xg) koltségfiiggvény (energia)
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Monte Carlo optimalizacié szimulalt hokezeléssel

Nem feltétlendl a legjobb megoldast keressiik:
@ ehhez végig kellene prébalni minden konfigurdcidt
@ megelégsziink egy majdnem minimalis energiaval

@ ez lgysem tér el nagyon a valédi minimumtdl

A rendszer tetszOleges xq allapotabdl indulunk ki
o tetszOleges spin-konfiguracid
@ a varosok tetszbleges Osszekotése, stb.

Ehhez tartozik egy E(xg) koltségfiiggvény (energia)

Definidlunk egy elemi 1épést, pl:
@ egy spin atforditasa

@ két varos sorrendjének megcserélése
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Monte Carlo optimalizacié szimulalt hokezeléssel

Nem feltétlendl a legjobb megoldast keressiik:
@ ehhez végig kellene prébalni minden konfigurdcidt
@ megelégsziink egy majdnem minimalis energiaval

@ ez lgysem tér el nagyon a valédi minimumtdl

A rendszer tetszOleges xq allapotabdl indulunk ki
o tetszOleges spin-konfiguracid
@ a varosok tetszbleges Osszekotése, stb.

Ehhez tartozik egy E(xg) koltségfiiggvény (energia)

Definidlunk egy elemi 1épést, pl:
@ egy spin atforditasa

@ két varos sorrendjének megcserélése

Az elemi [épés segitségével generdlunk egy Gj random konfiguraciét:
Xi = Xit1
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Monte Carlo optimalizacié szimulalt hokezeléssel

Az x; 1 1épést elfogadjuk, ha annak hatdsira a E(x;1) csokken
@ csokken a spin-rendszer energiaja

@ csokken a bejarandé varosok kozti ut

De egy kis valdszintiséggel engediink “rossz” |épést is

o kiilonben a keresés konnyen beleragadna valamilyen lokalis
minimumba

Honnan vessziik a p(x;), p(xj+1) valdsziniiségeket?
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Monte Carlo optimalizacié szimulalt hokezeléssel

Az x; 1 1épést elfogadjuk, ha annak hatdsira a E(x;1) csokken
@ csokken a spin-rendszer energiaja

@ csokken a bejarandé varosok kozti ut

De egy kis valdszintiséggel engediink “rossz” |épést is

o kiilonben a keresés konnyen beleragadna valamilyen lokalis
minimumba

Honnan vessziik a p(x;), p(xj+1) valdsziniiségeket?

Pl a Boltzmann eloszlasbdl. Az x; — x;;1 |1épés elfogadasdnak
valészinlisége:

E(xj11)—E(x;)

p 1 ha E(X,‘+1) < E(X,‘)
e e kg T ha E(X,’+1) > E(X/)

Megjelent egy Gj paraméter: T “hémérséklet” (kg konstans)
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Monte Carlo optimalizacié szimulalt hokezeléssel

Szimulalt hékezelés (simulated annealing) eljarés:

1 ha E(X,‘+1) S E(X,‘)
P,'_>,‘+1 = _ E(xjyp1)—E(xj)
e BT ha E(xj11) > E(x/)
@ random |épéseket generdlunk
@ kezdetben T nagy, ekkor nagyobb valdsziniiséggel fogadunk el rossz

|épést
@ ez azt eredményezi, hogy a keresés viszonylag szabadon ugralhat
kiilonbozé minimumok kozott

valamilyen program szerint fokozatosan csokkentjiuk a T-t

a keresés rahuzddik az elérhetd legjobb minimumra
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Példa: Ising-lanc adott homérsékleten

@ 100 spinbdl allé lanc a
fuggdleges tengely mentén

@ a barna korok +1 spint jelolnek,
a fehér mezdk —1 spint

@ véges homérsékleten fut a
szimulacié

Position

@ a spinldnc kezdeti xq vektora
olyan dllapotnak felel meg,
amikor minden spin +1

Time @ egyesével forgatjuk at a
spineket, az x; allapotvektorok
Figure: (©Computational Physics az iterdciés |épésekben (Time)

egymas utan lathaték
@ hosszabb id6 utdn magneses domének lathatéak

@ a mignesezettség véges marad (tdbb +1 spin mint -1 spin)
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Koszonom a figyelmet!
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