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Az illesztett paraméterek hibdja

Az y() mérési pontokra illesztettiink egy h(x; a) modellt. Mennyire
tekinthetéek az a paraméterértékek pontosnak?

Két kiilonbozo dolgot vizsgdlhatunk:
@ hibaterjedés: a mérési hibabdl kovetkez6en mekkora az illesztett
paraméterek bizonytalansiga

@ konfidencia intervallumok: mennyire lehetiink biztosak abban, hogy
a mérés alapjan a “valddi” paramétereket sikerilt megilleszteni?
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Példa: hibaterjedés egyenes illesztés esetén

a- x + b egyenesillesztés esetén a y(!) mért értékek o; hibaja hogyan
befolydsolja a kapott a és b paramétereket?

A hibaterjedés torvénye szerint egy f(y(i)) fuggvény értékének hibdja:

of \?
2 2
7 =20 (8)/("))

i

= lasd Statisztikus hiba, hibaterjedés féliak

Kormanyos Andor lllesztett paraméterek hibdja |



Példa: hibaterjedés egyenes illesztés esetén

a- x + b egyenesillesztés esetén a y(!) mért értékek o; hibaja hogyan
befolydsolja a kapott a és b paramétereket?

A hibaterjedés torvénye szerint egy f(y(i)) fuggvény értékének hibdja:
of \°
2 2 = _
=57 (50)
= lasd Statisztikus hiba, hibaterjedés féliak

Emlékeztetd (lasd Egyenesillesztés félidk): {(x(, y())} adathalmaz
mérési pont, mért érték adatparokbdl, o; az y) hibdja.
Jelolések:

1 ()
S=Yz S=X g S s

(02 (1))
N i o M S e AN B -

gj
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Hibaterjedés egyenes illesztés esetén

Ezeket felhasznalva kifejezéseket kaptunk a-ra és b-re:

aZSXX~Sy—SX-SXy b:S-SXy—SX-Sy

A A
Ezt felhaszndlva:
da S — SexW ob  Sx()—s,
oy = oA oy " oA

a, b hibdja és kovariancidja

S
o2 =X o

2= A Cov(a, b) = =5,/A

o N
[
i
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Asszimptotikus hiba

@ a hibaterjedés végigszamolasa bonyolult esetben nem lehetséges

@ ha a modell analitikus alakja ismert, egy egyszerli médszer adhaté a
paraméterek bizonytalansaganak becslésére
Tekintsiik x2(a; x(), y()) viselkedését a minimum koriil:
e x?(a) az ap minimum koriil Taylor-sorba fejtheté

Tl 82X2
2 aakaa/ a0

x>

x*(@) = x5+ —| (a—ao)+(a—ao) (a—ap) + ...
6ak ao

@ a minimumhelyen az els6 derivélt definicié szerint 0

@ a masodik derivalt pozitiv definit, az irdnyonkénti nagysaga jellemzi,
hogy “mennyire stabil” a minimum

@ bizunk benne, hogy a magasabb rendii tagok kicsik
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A Hesse-matrix

Egy tobbvaltozés fliggvény “gorblletét” jellemzi a parcidlis masodik
derivéltak segitségével.

x?(a)-re felirva:
9*x*(a)
2. Q| = ———F——
aakaa,
Allités:

@ az ayy matrix inverze jellemzi az illesztett paraméterek standard

hib3jat
@ az atlés elemekben Ji jelenik meg
@ a nem diagondlis elemekben a k. és /. paraméterek kovariancidja

@ normal eloszldst mérési hibdk és linedris illesztés esetén ez egzaktul
belathaté

@ egyéb esetben csak (j6) kozelités

Kormanyos Andor lllesztett paraméterek hibdja |



A Hesse-matrix altaldnos linearis fliggvényillesztés esetén

Az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy a mérés hibdja allandé: o; = o
x?(a) és a sziikséges derivaltak kifejezése a X tervmatrix segitségével:

2

@) = > D (X3) -y

i j

0x%(a .
X ( ) = 2- Z ZX;kX,-J-aj — X,'ky(’)/(f
i j

0ak0a; =2 zl: X Xil
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A Hesse-matrix altaldnos linearis fliggvényillesztés esetén

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a mérés hibdja dllandé: o; = o
x?(a) és a sziikséges derivaltak kifejezése a X tervmatrix segitségével:

2

@) = > D (X3) -y

i j

0x%(a .
X ( ) = 2- Z ZX;kX,-J-aj — X,-ky(')/a
i j

6ak

Px(a)
Oagda; 2.Z[Xlkx'l]

A Hesse és a kovariancia matrix

[ a=X"X C=a! ]
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Példa: parabola illesztése 5 pontra

A mérési adatok

xXV={ -2, 1,0, 1, 2}
yO={ 51, 19, 11, 21, 49}

A mérési hiba az egyszeriiség kedvéért o; = o = 0.1

A modell: f(x) = ag + a1x + axx?, azaz fi(x) = 1, f(x) = x és

f3(x) = x2.
1 -2 4
X =10 % _é é XTX = 102 g 18 18
A 10 0 34
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A fuggvényillesztés eredménye

8 T T
7k
6l
Az X"Xa = XTy egyenletet a-ra
megoldva: s- |
1.049 T
afir = —0.020 3L
0.986
2T [\
N
0 1 1
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A konkrét példaban

Az illesztett modell:
f(x) = 1.049 — 0.020x + 0.986x>

A kovarianciamatrix:

1

5 0 107 049 0
(XT™X)"'=10"2| 0 10 © =102 0 0.10
10 0 34 -0.14 0

Vagyis az egyes paraméterek szérasa és kovariancidja:

o(a) = 0.070
o(a) = 0.032
o(a) = 0.027

cov(ap,a2) = —0.014
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Feladat: szamoljuk ki a Hesse matrixot és az inverzét az egyenesillesztés
esetére! Latunk-e kiilonbséget a kapott hibaban a hibaterjedés képletének
felhaszndlasaval kapott eredményhez képest?
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