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Euler médszer

Tekintsiik kdzonséges elsérendii differencialegyenletek rendszerét:

dy;
- fl ) ) s oo Vi
dx = 0oy i)

@ y;-k a keresett fiiggvények

o az f; fiiggvények tetsz&legesek, de nem tartalmazzak az y;-k derivaltjait.

Példa:

@ azy=(yi,y2...)7 vektor tartalmazza koordinatakat és sebességeket

o x valtozé skalar, pl az id6

Figyelem! Magasabbrendii linearis differencialegyenlet is atirhatéak elsérendii
differencialegyenlet rendszerre, lasd Bevezetés | féliak
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Euler médszer

Kzbnséges elsérendii differencialegyenletek rendszere:

dy;
dx

= fi(Xy}/l»)/L "'7}/'.)

Numerikus megoldas:
o kezeljiik a problémat iterativan
e irjuk at a dx differencialokat véges Ax differenciakra
@ a Ax |épéshosszt altalaban h-val jeldljik
o léptessiik a valtozok értékét diszkrét lépésekben

@ az Gsszes valtozét egyszerrel
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Euler médszer

Kzbnséges elsérendii differencialegyenletek rendszere:

dy;
= fl ’ ) y ooy Vi
dx = 0oy yi)

Numerikus megoldas:
o kezeljiik a problémat iterativan
e irjuk at a dx differencialokat véges Ax differenciakra
@ a Ax |épéshosszt altalaban h-val jeldljik
o léptessiik a valtozok értékét diszkrét lépésekben

@ az Gsszes valtozét egyszerrel
Diszkretizalas utan az n-ik lépésben:

Yn+1 = Yn + h . |:.(Xn7_yn)
Xn+1 = Xn + h

Yo, xo kezdeti érték adott

Kormanyos Andor Az Euler médszer



Példa: harmonikus oscillator

. . d2 k-
Harmonikus oszcillator: %&t) =— Xm(t)

Atirva elsérendii egyenletek rendszerére:
dv ko x
dt
dx
dt

Jelolés: x és v felel meg a y vektor elemeinek, t a x fliggetlen valtozénak és At
a h lépéskdznek.

Diszkretizalva:

k- x
Vntl = Vp— — LAt
m
Xnt1 = Xn+ vn- At
tn+1 = tn +At
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Hibaszamitas

A y vektor egy komponensére:

Ynt1 = Yn + B f(Xn, yn)

Tegyiik fel, hogy az x, helyen az iteraciébdl szamitott y, és az egzakt y(x»)
megoldas azonos volt.

@ nézziik meg az eltérést egy lépés utan = lokalis hiba
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Hibaszamitas

A y vektor egy komponensére:

Ynt1 = Yn + B f(Xn, yn)

Tegyiik fel, hogy az x, helyen az iteraciébdl szamitott y, és az egzakt y(x»)
megoldas azonos volt.

@ nézziik meg az eltérést egy lépés utan = lokalis hiba
o tekintsiik y(x) Taylor-sorat x koriil az x + h helyen:
h2

d 1d°
ywr =yt h) = y(x) + h+ ST+
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Hibaszamitas

A y vektor egy komponensére:

Ynt1 = Yn + B f(Xn, yn)

Tegyiik fel, hogy az x, helyen az iteraciébdl szamitott y, és az egzakt y(x»)
megoldas azonos volt.

@ nézziik meg az eltérést egy lépés utan = lokalis hiba
o tekintsiik y(x) Taylor-sorat x koriil az x + h helyen:
h2

d 1d°
ywr =yt h) = y(x) + h+ ST+

@ az Euler médszer ennek az els§ két tagjat adja meg = nem lehet
pontosabb O(h*)-nél
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Hibaszamitas

A y vektor egy komponensére:

Ynt1 = Yn + B f(Xn, yn)

Tegyiik fel, hogy az x, helyen az iteraciébdl szamitott y, és az egzakt y(x»)
megoldas azonos volt.

@ nézziik meg az eltérést egy lépés utan = lokalis hiba
o tekintsiik y(x) Taylor-sorat x koriil az x + h helyen:

d 1 d?
Y1 = y(x+ h) = y(x) + Soh+ 5o b+

dx 2 dx?

@ az Euler médszer ennek az els§ két tagjat adja meg = nem lehet
pontosabb O(h*)-nél

@ a teljes szamolas soran ~ 1/h lépés = a globalis hiba nem lehet kisebb
O(h)-nal.
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Az Euler-médszer hibaja

Az Euler-médszer esetében a derivaltak értékét mindig a Iépés elején vessziik

o ha a derivalt a Iépés soran tal gyorsan valtozik, akkor a lépésnek lesz
valamekkora hibaja

o id6vel nagy lesz az eltérés az analitikus megoldastél

/

<

o ha a lépést felére csokkentjiik, a hiba a negyedére csokken, de kétszer tébb
lépésre van sziikség
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Harmonikus oszcillator integralasa Euler médszerrel

1.5 T T T T T T

o Az oszcillacié amplitidéja id6ben lassan névekszik!
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Harmonikus oszcillator integralasa Euler médszerrel
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@ ha dt-t kisebbre vessziik, az oszcillacié amplitidéja az adott idétavon
allandé
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Harmonikus oszcillator integralasa Euler médszerrel
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o ha dt-t nagy, az oszcillacié amplitidéja gyorsan né a szdmolasban
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Energiamegmaradas

Az el6z6 példaban: harmonikus oszcillator
o a test minden kilengéskor egy kicsit tallendiilt
@ ez a mbdszer médszer pontatlansdga miatt volt igy

@ a test minden kitéréskor plusz potencialis energiat nyert

Hamiltoni rendszerek szimulacidjanal az energiamegmaradas alapkdvetelmény!

@ vannak médszerek, amelyek adott rendben megtartjak az energiat = in.
szimplektikus integratorok

o vagy csOkkentjitk a lépéshosszt, hogy az integralasi id§ alatt a hiba
elhanyagolhaté legyen
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Az integralasi id6 invertalhatésaga

Visszafelé id6fejlesztve a rendszert visszajutunk-e a kezdeti allapotba?
@ ha nem disszipativ (pl nincs sarlodas), akkor elvileg igen

o megmarad az energia

Visszafelé |éptetve egy diszkrét integratort, visszajutunk-e az eredeti kiindulasi
pontba?

@ egyszerii integratorral altalaban nem
@ a numerikus hibak &sszeadédnak

o kaotikus egyenleteknél pedig fel is er6s6dnek

Legegyszeriibb szimplektikus és invertalhato integrator: lasd a Leapfrog
médszer félidkat!
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