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Differencialegyenletek

Olyan egyenletek, ahol
@ a megoldast fliggvény alakjaban keressiik
@ az egyenletben a fiiggvény és derivaltjai szerepelnek
o adottak még kezdeti feltételek és hatarfeltételek

Példa: leejtett k8, homogén gravitaciés térben:

d®x(t) _F
dtz2 ~ m
Kezdeti feltételek:
d
x(t=10)=xo d—); =v

t=0
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Példa egyszerii egyenlet megoldasara

Az el6bbi egyszerli mozgasegyenletet kétszer integralva dt szerint:

d®x(t) _ F
dt? T m
dx(t) _ F
dt N mtJr v
F
x(t) = ﬂtz—l—vot—i—xo
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Differencialegyenletek csoportositasa

Valtozék szama szerint
o kézdnséges: egyvaltozds, az x = x(t) megoldas csak t-tél fiigg
d®x(t)

dt?

e parcialis differencidlegyenlet: t8bbvaltozés, parcialis derivaltak is
szerepelnek

m

= —kx(t)

20(x,t) _ 060, )

ot Ox?
o(x, t) fliggvény hely és id6fiiggs is
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Differencialegyenletek csoportositasa

A differencialegyenlet rendje

@ az a legmagasabb derivalt, ami szerepel az egyenletben

Az elsé rendii egyenletben legfeljebb elsé rendii derivalt szerepel
Példa: az | = I(x) fényintenzitas csokkenése fényelnyel6 kézegben:
d/(x)
dx

= —kx

A dinamikai torvények tobbsége linearis masodrendi differencialegyenlet
Példa: harmonikus oszcillator

d’x(t)
prea —kx(t)

m

Kormanyos Andor Diff. ial




Differencialegyenletek csoportositasa

Linearis vs. nem linearis differencialegyenlet

A tananyagban altaldban linearis differencialegyenletek fordulnak els, de pl.
bizonyos ndvekedési folyamatokat leir6, a folyadékaramlas, az altalanos
relativitaselmélet egyenletei nem azok.

Linearis differencialegyenlet: ha az x(t) és derivaltjai mind els6 rendben
szerepelnek
példa: harmonikus oszcillator

d®x(t)

Nem linearis differencidlegyenlet: az x(t) vagy derivaltjai magasabb hatvanyon
Példa: Navier—Stokes-egyenletek

ov
p(a—l-wVv) =-Vp
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Differencialegyenletek rendszere

Ha egyszerre tobb ismeretlen fliggvényiink is van, és ezekre tobb egyenletiink,
akkor az egy differencialegyenlet-rendszer.

@ az egyenletek ugyanazoktdl a valtozoktol fiiggnek

Az egyenletrendszer altaldban csatolt

@ ugyanaz a fliggvény tobb egyenletben is szerepel, pl:

dy(t)  _

dt z(t)
dZ(t) o 2
4 — tt z(t)

@ Minden magasabb rendii differencialegyenlet atirhaté tobbvaltozés csatolt
elsérendii egyenletek rendszerére
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Masodrendii linearis egyenletek atirasa

Masodrendii (vagy akar magasabb rendii) egyenletek numerikus megoldasa
altalaban nem probléma, ha az egyenlet maga lineéaris.

Megoldas menete: atirjuk az egyenletet elsérendii egyenletek rendszerére, és
azokat parhuzamosan integraljuk.

Példa: rugd egyenlete

de?
Atirva:
dv(t) _ —k@
dt a m
dx(t) _
dt v(t)
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Differencialegyenletek numerikus integralasa

Linearis egyenletek analitikus megoldasakor
@ a homogén egyenlet megoldasa az altalanos megoldas

@ a konkrét kezdeti feltételeket megkdvetelve partikularis megoldast kapunk

Numerikus integralaskor
o majdnem mindig csak partikularis megoldast adunk
o a fliggvény értékeit csak diszkrét helyeken adjuk meg

o bizunk abban, hogy ez nagyon hasonlit az analitikus megoldashoz
Csak kozonséges kezdeti érték problémakat fogunk nézni.

@ a derivaltak “analitikusan” adottak

@ a megoldast “numerikus” alakban keressiik
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Térbeli hatarfeltételek

A végtelen fazisteret altalaban nem szimulaljuk
o a fizikai folyamatok valamilyen dobozba vannak zarva

@ a doboz falan van valamilyen hatarfeltétel

Példa: molekuladinamika
@ mi torténik a részecskével a doboz falan?
o rugalmasan visszapattan

o kimegy az egyik oldalon és bejon a masikon = periodikus hatarfeltétel (
nagyon nagy tér szimulaciéja)

A hatarfeltétel parcialis differencialegyenleteknél bonyolul lehet (pl.
figgvényérték és/vagy merSleges iranyl parcialis derivalt megadasa).
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Kozonséges elsé rendii egyenletek rendszere

Az altalanos probléma: N darab egyenlet rendszere

dy;
};iiX) = fi(x, y1,¥2, .-, yN)

o az f; fiiggvények tetsz6legesek, de nem tartalmazzak az y;-k derivaltjait.
o kezdeti feltételek: yi(x = x(@) = y(©
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Kozonséges elsé rendii egyenletek rendszere

Az altalanos probléma: N darab egyenlet rendszere

dy;
};IE:() = fi(x, y1,¥2, .-, yN)

o az f; fiiggvények tetsz6legesek, de nem tartalmazzak az y;-k derivaltjait.
o kezdeti feltételek: yi(x = x(@) = y(©

yi(x)-t és fi(x, y1, y2, ..., yn)-t egy vektor elemeinek tekinjitk
Vektoros irasméd: yi(x) — y(x), fi(x,y1,¥2, ..., yn) = £(x, y1, )2, ..., yn)

d
Zl(;() = f(X7y17)/27 '“7.yN)
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Kezdeti- és peremfeltételek

Altalaban a keresett fiiggvények értékei a kiindulasi pontban vannak megadva
@ ez persze nem mindig van igy
o lehet, hogy a kezdeti és végpont is adott

@ vagy nem azonos idépontban adottak a kezdeti paraméterek

Példak:
o kisbolygdk pozicidjat eltérd idépontokban sikeriilt csak meghatarozni,
integralni kell a palyajukat
o ismerjiik a részecske kezdSpontjat és a végpontbeli sebességét, meg kell
hatarozni a palyajat
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Az Euler-médszer

Otlet:
o kezeljitk a problémat iterativan
o irjiik 4t a dx differencialokat véges Ax differenciakra

o a Ax lépéshosszt altalaban h-val jeldljik

|éptessiik a valtozdk értékét diszkrét lépésekben

@ az Osszes valtozét egyszerrel
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Az Euler-médszer

Otlet:
o kezeljitk a problémat iterativan
o irjiik 4t a dx differencialokat véges Ax differenciakra

o a Ax lépéshosszt altalaban h-val jeldljik

|éptessiik a valtozdk értékét diszkrét lépésekben
@ az Osszes valtozét egyszerrel

Az n-ik lépésben:

Yn+1 = ¥Yn + h- f(Xny)/n)
Ek6zben a fiiggetlen valtozé is lép:
Xn+1 = Xn + h
Az y itt tobb valtozé vektora, pl fazistér: koordinatak és sebességek

Az x valtozé skalar, pl az id§

Figyelem: a potencialokat is mindig az id6lépés kezdetén kell kiértékelnil
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A hiba kiszamitasa

Egy y vektorelemre:

Yn+1 = Yn + h- f(Xnvyn)

Kormanyos Andor Differencialegyenletek numerikus integralasa



A hiba kiszamitasa

Egy y vektorelemre:

Yn+1 = Yn + h- f(xn7yn)

Tegyiik fel, hogy x, helyen a diszkréten szamitott y, és az egzakt y(x,)
megoldas azonos volt.

@ nézzitk meg az eltérést egy |épés utan = lokalis hiba
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A hiba kiszamitasa

Egy y vektorelemre:

Yn+1 = Yn + h- f(xn7yn)

Tegyiik fel, hogy x, helyen a diszkréten szamitott y, és az egzakt y(x,)
megoldas azonos volt.

@ nézzitk meg az eltérést egy |épés utan = lokalis hiba
o tekintsiik y Taylor-sorat x koriil az x + h helyen:
=3

d 1d?
yrr =yt h) = y() + h+ 5+

o mivel az Euler médszer ennek csak az elsé két tagjat adja meg, nem lehet
pontosabb O(h?)-nél
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A hiba kiszamitasa

Egy y vektorelemre:

Yn+1 = Yn + h- f(xfﬂy")

Tegyiik fel, hogy x, helyen a diszkréten szamitott y, és az egzakt y(x,)
megoldas azonos volt.

@ nézzitk meg az eltérést egy |épés utan = lokalis hiba
o tekintsiik y Taylor-sorat x koriil az x + h helyen:
=3

d 1d?
yrr =yt h) = y() + h+ 5+

o mivel az Euler médszer ennek csak az elsé két tagjat adja meg, nem lehet
pontosabb O(h?)-nél

o a teljes szamolas soran ~ 1/h lépés végziink, ezért a globalis hiba nem
lehet kisebb O(h)-nal.
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Az Euler-médszer hibaja

Az Euler-médszer esetében a derivaltak értékét mindig a Iépés elején vessziik

ha a derivalt a 1épés soran tal gyorsan valtozik, akkor a |épésnek lesz
valamekkora hibaja

idével nagy lesz az eltérés az analitikus megoldastol
az Euler-médszer hibaja ugyan O(h?)
viszont a |épések szamaval a hiba fel6sszegzsdik

ha a lépést felére csokkentjiik, a hiba a negyedére csdkken, de kétszer tobb
|épésre van sziikség

/

1<
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Példa Euler-médszerre

. oL 2
Harmonikus oszcillator: % = —k—"’:
Mivel ez masodrenddi, atirjuk elsérend(i egyenletek rendszerére
dv kx
dt m
dx
Xy
dt
Felirjuk az egyenletrendszer diszkretizalt valtozatat
k- x
Votl = Vp— © LAt
m
Xnt1 = Xo+ Va- At

Majd az id8 |éptetése
tav1 = th + At

Itt most x és v felel meg a korabbi y vektor elemeinek, t a korabbi x fiiggetlen
valtozonak és At a h lepéskdznek.
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Harmonikus oszcillator integralasa Euler médszerrel
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Harmonikus oszcillator integralasa Euler médszerrel
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Harmonikus oszcillator integralasa Euler médszerrel
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Energiamegmaradas

Az el6z6 példaban: harmonikus oszcillator
@ a test minden kilengéskor egy kicsit tallendiilt
@ ez a mbédszer médszer pontatlansaga miatt volt igy
@ a test minden kitéréskor plusz potencialis energiat nyert

o ez kinetikus energiava konvertalédott

Dinamikai rendszerek szimulacidjakor az energiamegmaradas alapkdvetelmény
= az Euler-médszer nem elég j6!
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A leapfrog! médszer

Masodrendii dinamikai egyenleteknél miikodik (molekuladinamikaban hasonlé
az an. Verlet modszer)

@ a sebességeket és a koordinatakat kiilon-kiilon lépésben frissitjiik

e masodrendii médszer, a hiba O(h*)

an = F(xa)/m
Vati/2 = Va_1/2 +At-ap
Xn+1 = Xn + At - V,-,+1/2

Ybakugras
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A leapfrog! médszer

Masodrendii dinamikai egyenleteknél miikodik (molekuladinamikaban hasonlé
az an. Verlet modszer)

@ a sebességeket és a koordinatakat kiilon-kiilon lépésben frissitjiik
e masodrendii médszer, a hiba O(h*)

an = F(xa)/m
Vati/2 = Va_1/2 +At-ap
Xnt1 = Xa+ At Vo1

Ez még atirhat6 igy is:

an = F(xa)/m
1
Xn+1 = Xn+ Vn- At + §a,,(At)2
1
Vatl = Va+ E(an +ani1) - At

A hiba lecs6kkent, mégis ugyanannyi szamolast kell csak végezni!

Ybakugras

Kormanyos Andor Differencialegyenletek numerikus integralasa



Az integralasi id6 invertalhatésaga

Visszafelé id6fejlesztve a rendszert visszajutunk-e a kezdeti allapotba?
@ ha nem disszipativ (pl nincs sarlédas), akkor elvileg igen

@ megmarad az energia

Visszafelé |éptetve egy diszkrét integratort, visszajutunk-e az eredeti kiindulasi
pontba?

@ egyszerii integratorral altalaban nem
@ a numerikus hibak ésszeadédnak

o kaotikus egyenleteknél pedig fel is er6s6dnek
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Az integralasi id6 invertalhatésaga

Visszafelé id6fejlesztve a rendszert visszajutunk-e a kezdeti allapotba?
@ ha nem disszipativ (pl nincs sarlédas), akkor elvileg igen

@ megmarad az energia

Visszafelé |éptetve egy diszkrét integratort, visszajutunk-e az eredeti kiindulasi
pontba?

@ egyszerii integratorral altalaban nem
@ a numerikus hibak ésszeadédnak

o kaotikus egyenleteknél pedig fel is er6s6dnek

A leapfrog médszerrél megmutathatd, hogy az idGintegralas szempontjabol
invertahaté. Ezenkivill a leapfrog médszer szimplektikus, vagyis az
energiamegmaradast is teljesiil (“symplectic integrator”).
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Egyszerii Euler-lépés altalanos esetben

Differencialegyenlet rendszer:

d
):i(xX) =f(x,y1,¥2, ., yn)
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Egyszerii Euler-lépés altalanos esetben

Differencialegyenlet rendszer:

d
% = f(Xay17y2a -~-,_)/N)

Figyeljiink a mutaték hasznalatara:

1 void euler_step(double #*x, double *y,
2 double *yn, double *dy o x skalar valtozé, az értékét
3 double h, int N) s " ! L .
4 o felilirja a fiiggvény és igy adja
5 diff(x, y, dy); . . .. .
6 for (int i =0;i<H; i+ vissza a main fliggvénynek
7 {
8 // valtozok leptetese ey, yn, és dy vektorok, az elsd
9 ynl[il += y[il + h * dy[il; L, . , ,
10 } elem cimét adjuk at mutatéval
11 // ido leptetese
2o e @ y, yn, és dy elemeit for
14 ciklusban szamoljuk
15  void diff(double *x, double *y, double *dy)
16 { 2 P . -
17 // itt kiszamoljuk az f vektorban @ a h_t és az N-t ertek szerint Is
18 // tarolt derivaltakat étadhatjuk mert nem
19 } !
valtoznak
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Az Euler-médszer javitasa: kézépponti médszer
Az Euler-mdédszer aszimmetrikus:

Ynt1 = Yn+h-f(xn,yn)
Xn+1 = Xn+ h
Az aszimmetria ott jelenik meg, hogy megoldast egy h-val léptetjiik, de a
sziikséges derivaltat mindig az x, helyen, vagyis az intervallum elején szamitjuk
ki.
Javitsunk a médszeren:
o tesziink egy fél Iépést
o kiszamoljuk a derivaltat egy kdzépsS pontban

@ ezt hasznaljuk a teljes [épésben

ki = h-f(Xa,yn)

3 h ke
ke = h~f(xn+5,yn+?)
Yor1 = Yo+ ke + O(K)
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Egyszer(i Euler-lepés és a kézépponti médszer

yx)

y(x)
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A hiba tovabbi csokkentése: negyedrendii Runge—Kutta-mdédszer

A lépést tobb részlépésbdl elGallitva bizhatunk abban, hogy a hiba tovabb
csokken.

ki = h-f(xa,yn)
ke = h-f(xa+ Lhys+ ki)
ks = h-f(xa+ 3hyn+ 3k)
ka = h-f(xn+ h,yn+ ks)
Vo1 = Yo+ ski+ tke + ks + Lk + O(R°)
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A negyedrend(i Runge—Kutta-médszer

Yot bty

yo+ ik 2

o+ ki /2

Yo

Figure: A fiiggvény derivaltjat négy pontban szamoljuk ki: a kezdetiben, kétszer a
lépéstavolsag felénél és egyszer még a lépés végén. Wikipedia.
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Médszerek dsszehasonlitasa

f kiértékeléseinek hiba

szama
Euler-médszer 1 O(h?)
kdzépponti médszer 2 O(h?)
4-ed rendli Runge-Kutta | 4 O(h®)

A Runge-Kutta-médszer magasabb rendekre is altalanosithaté
e meddig érdemes elmenni?
@ a tdbb kdztes pont mindig nagyobb pontossagot jelent?
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Médszerek dsszehasonlitasa

f kiértékeléseinek hiba

szama
Euler-médszer 1 O(h?)
kdzépponti médszer 2 O(h?)
4-ed rendli Runge-Kutta | 4 O(h®)

A Runge-Kutta-médszer magasabb rendekre is altalanosithato
e meddig érdemes elmenni?
@ a tdbb kdztes pont mindig nagyobb pontossagot jelent? = nem feltétleniil

@ viszont tobb fiiggvénykiértékeléssel jar

Kormanyos Andor Differencialegyenletek numerikus integralasa



Adaptiv |épéshossz-valtoztatas

Eddig a h lépéshosszt rogzitettnek vettiik
@ a megoldas van, ahol gyorsan valtozik, van ahol lassan
@ ahol lassan valtozik, ott léphetnénk nagyobbat
o valahogyan meg kell becsiilni, hogy h megvaltoztatiasaval mekkora hibat
vétiink

o ha kellgen kicsit, akkor megéri h-t ndvelni
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Adaptiv |épéshossz-valtoztatas

Eddig a h lépéshosszt rogzitettnek vettiik
@ a megoldas van, ahol gyorsan valtozik, van ahol lassan
@ ahol lassan valtozik, ott léphetnénk nagyobbat
o valahogyan meg kell becsiilni, hogy h megvaltoztatiasaval mekkora hibat
vétiink
@ ha kelléen kicsit, akkor megéri h-t névelni
Végezziik el az elbbi RK4 |épést

o egyetlen |épésben

o két fél lépésben

L . ® big step
°
e, . .
. } two small steps
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A Runge—Kutta-lépés hibajanak becslése

A két fél-lepés joval tobb fuggvénykiértékelést igényel. Mikor éri meg?

Hasonlitsuk 6ssze a megoldasokat x, + 2h helyen! Jeldlés:
@ yi: eredmény egy 2h |épés hasznalataval

@ y»: eredmény 2 db h lépés hasznalataval

Tekintsiik a végeredmények kiilonbségét
A=yr—y

o tobb koordindta esetén az y» — y1 vektor maximalis értéke lesz A
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Az optimalis lépéshossz kivalasztasa

Elképzelés: megadjuk, hogy A legfeljebb mekkora lehet, és ennek megfelelGen
valasztunk h-t
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Az optimalis lépéshossz kivalasztasa

Elképzelés: megadjuk, hogy A legfeljebb mekkora lehet, és ennek megfelelGen
valasztunk h-t

A negyedrendii Runge-Kutta-médszer hibaja O(h®°)
@ hy nagysagi lépést téve a hiba A
o mekkora legyen ho, hogy a hiba Ag legyen?

1
No | ®

ho = hs A,

hi-et az el6z6 lépésbél vessziik

A;-et szamoljuk, A adott
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Az optimalis lépéshossz kivalasztasa

Elképzelés: megadjuk, hogy A legfeljebb mekkora lehet, és ennek megfelelGen
valasztunk h-t

A negyedrendii Runge-Kutta-médszer hibaja O(h®°)
@ hy nagysagi lépést téve a hiba A
o mekkora legyen ho, hogy a hiba Ag legyen?

1
No | ®

ho = hs A,

@ hi-et az el6z6 lepésbél vessziik

o Aj-et szamoljuk, Ag adott

Hogyan hasznalhatjuk?
@ ha A; > Ag : = mennyivel kell cs6kkenteni hi-t, hogy megismételve a
jelenlegi 1épést elérjiik a kivant pontossagot

@ ha A; < Ao : = mennyivel névelhetjuk h-t a kévetkez6 1épés
szamolasaban

Kormanyos Andor Differencialegyenletek numerikus integralasa



Az adaptiv lépéshossz el6nye és hatranya

Elnye
o nem kell elére megbecsiilni a lépéshosszt, azt a mddszer automatikusan
meghatarozza

@ a megoldas lapos szakaszain nagyon gyorsan halad

Hatranya
@ nem becsiilhets elére a futasidd

@ ha a megoldas végig gyorsan valtozd, nagyon belassul
Példa: Naprendszer szimulacidja

@ nagyon pontos szamitast igényel (akar RK8)

@ a Merkir nagyon kdzel van a Naphoz, miatta folyton belassul
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A Runge—Kutta-egyiitthatok meghatarozasa

Az egylitthatok meghatéarozasa nehéz és hosszadalmas

@ az RK4-re a levezetést lasd pl Wikipedia-n

o altalaban kiilonboz6 (rendli) RK-ra az egyiitthatékat egy an.
Butcher-tdblaban adjak meg

o RK4 tablazata:
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Kitekintés

o az RK moédszer egy altalanos, sokféle probléméara alkalmazhaté médszer

o specialis feladatok esetén illetve ha a megoldasrél van valami el6tudas,
akkor talalhaté ennél optimalisabb médszer is
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