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Gauss—Jordan-eliminacié

Feladat: megoldani az alabbi egyenletrendszert:
A-x=b,

ahol A négyzetes matrix.

o legegyszeriibb altalanos modszer linearis egyenletrendszerek megoldasara
@ numerikusan legalabb annyira stabil, mint mas eljaras,

o foleg teljes pivotolas' esetén

pivot = csuklépont, de a pivoting és pivot element szavaknak nincsen bevett forditasa
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A Gauss—Jordan-eliminacié tulajdonsagai

Nagy egyenletrenszerek esetén fontos szempontok:

Memoériaigény:
o tarolni kell a matrixot, és a megoldasvektort: N? 4+ N
@ vagy invertalas esetén a matrixot és az inverzét: 2/N?

@ a matrix inverzét elvileg lehet tarolni a bemeneti matrix helyén
Szamitasi igény:
o sziikséges miiveletek szama O(N?)

@ nem a leggyorsabb mdédszer

Viszont egyszer(i, sok mindent meg lehet érteni rajta keresztiil
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A megoldasi médszer elemi |épései

A kovetkezé miiveletek nem valtoztatjak meg egy linearis egyenletrendszer
megoldasat:
o két sor felcserélése
ez nyilvanvalé, hiszen az egyenletek sorrendje teljesen tetszSleges, feltéve
persze, hogy a jobboldal megfelels sorait is megcseréljiik
@ mds sorok linedrkombinaciéjanak hozzdadasa barmely sorhoz
ebbe belefér az is, hogy egy sort szammal szorzunk, ha az a szam nem
nulla; természetesen mindkét oldalon el kell végezni

@ a valtozok felcserélése
ez lényegileg nem valtoztat az egyenleteken, ha emléksziink, hogy a végén
a valtozékat megfelel§ permutacié szerint vissza kell cserélgetni; ez az A
matrix oszlopainak felcserélését jelenti.
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Kiindulas: kib&vitett matrix

A megoldandé egyenletrendszer:

2 6 2 18
11 -1 SX = 1
3 9 5 35

Felirjuk a matrixot és a jobb oldalt a kdvetkezd alakban:

2 6 2|18
11 —-1] 1
3 9 535

Ha az inverz matrixot keressiik, akkor pedig:

2 6 211 0 0
11 110 1 0
3 9 5/0 0 1

@ a gyakorlatban a jobb oldalt kiilon tdmbben érdemes tarolni

o implementalaskor ne masoljuk egybe a két matrixot!

@ a jobb oldalon akarhany oszlop allhat, az egyenletrendszert egyszerre tobb
b vektorra is megoldhatjuk
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Az eliminacié menete

Cél: a korabban ismertetett elemi miiveletek segitségével
@ a baloldalt egységmatrix alakra hozni
o de kdzben a miiveleteket a jobb oldalon is elvégezziik

@ jobboldal effektive beszorozzuk az egyiitthaté matrix inverzével
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Az eliminacié menete

Cél: a korabban ismertetett elemi miiveletek segitségével
@ a baloldalt egységmatrix alakra hozni
o de kdzben a miiveleteket a jobb oldalon is elvégezziik

@ jobboldal effektive beszorozzuk az egyiitthaté matrix inverzével

Elindulunk a f84tlé elsé elemétsl.

© Ha az elem nem 1, akkor az egész sort elosztjuk a f6atlébeli elemmel, hogy
a féatléban 1 legyen

2 6 2|18 1 3 1] 9
11 -1] 1 — 11 -1] 1
39 5|35 39 5135
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@ Minden alatta levd sorbdl kivonjuk az elsé sor valahanyszorosat agy, hogy
a f6atlé alatt végig 0 legyen

1 3 119 1 3 1 9
11 —-1] 1 — | 0 -2 -2|-8
3 9 5135 0 0 2 8
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@ Minden alatta levd sorbdl kivonjuk az elsé sor valahanyszorosat agy, hogy
a f6atlé alatt végig 0 legyen

1 3 119 1 3 1 9
11 —-1] 1 — | 0 -2 -2|-8
3 9 5135 0 0 2 8

© Ha féatlébeli elem alatt mindent kinullaztunk, akkor folytatjuk a f6atlé
kovetkezs elemével:

1 3 1 9 1 3 119
0 -2 -2|-8 — |1 0 1 1|4
0 O 2 8 0 0 2|8
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@ Minden alatta levd sorbdl kivonjuk az elsé sor valahanyszorosat agy, hogy
a f6atlé alatt végig 0 legyen

1 3 119 1 3 1 9
11 —-1] 1 — | 0 -2 -2|-8
3 9 5135 0 0 2 8

© Ha féatlébeli elem alatt mindent kinullaztunk, akkor folytatjuk a f6atlé
kovetkezs elemével:

1 3 1 9 1 3 119
0 -2 -2|-8 — |1 0 1 1|4
0 O 2 8 0 0 2|8

@ Majd kivonjuk a sor valahanyszorosat az 6sszes tobbibdl tgy, hogy a
féatlét kivéve mindeniitt O legyen:

1 3 119 1 0 —-2]-3
01 1|4 )]—1] 01 1 4
0 0 2|8 0 0 2 8
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O Az eljarast tovabb folytatjuk a f6atl6 elemeire
1 0 -2 73 1 0 72 -3
0 1 1 0 1 4
0 0 2 0 0 1 4
0
0
1

O Az eljaras akkor ér végét, ha a baloldali részmatrix az egységmatrix alakjat
veszi fel. Ekkor jobboldalon vagy a megoldast kapjuk, vagy pedig a matrix
inverzét, attdl fliggéen mibél indultunk ki.

1 0 0|5
0 1 00
0 0 1|4
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Lehetséges problemak

o zérus elem a f8atléban

O O =
o = O
(=2 JNe,]

Ilyenkor az adott sorral nem tudjuk az alatta és f6l6tte levs elemeket eliminalni.
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Lehetséges problemak

o zérus elem a f8atléban

O O =
o = O
(=2 JNe,]

Ilyenkor az adott sorral nem tudjuk az alatta és f6l6tte levs elemeket eliminalni.

Megoldas: sorcsere!

Keressiink a f6atl6 aktualis is eleme alatti valamelyik sorban (de ugyanabban az
oszlopban) olyan elemet, ami nem nulla (an. pivot-elem), cseréljiik meg a két
sort (a jobboldalt is!), majd folytassuk az eliminaciét — az egyenletek sorrendje
tetszéleges !

= részleges pivotolas.
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Lehetséges problemak

@ nagyon kis elem a van f&atléban
o ekkor az eliminaciés lépésekben nagy szorzétényezSk jelennek meg

@ ez numerikus instabilitasi problémakhoz vezethet

Megoldas: valasszuk az adott oszlop f84atl6 alatti abszolt értékben legnagyobb
elemét, a megfelels sorokat cseréljik meg, és folytassuk igy az eliminaciot.
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Az egyenletek atskalazasa

A sorokat tetsz6leges szammal szorozva barmelyik aktualis oszlopbeli, f6atlo
alatti elem lehet maximalis. Hogyan valasszuk ki azt az elemet, amellyel a
pivotalast végezziik 7
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Az egyenletek atskalazasa

A sorokat tetsz6leges szammal szorozva barmelyik aktualis oszlopbeli, f6atlo
alatti elem lehet maximalis. Hogyan valasszuk ki azt az elemet, amellyel a
pivotalast végezziik 7

Megoldas: Ugy keressiik a legnagyobb elemet, hogy a sorokat az eredeti matrix
sorainak legnagyobb elemével normaljuk.

® vagy a matrix sorait a legelején leosztjuk minden sor abszolit értékben
maximalis elemével,

@ vagy csak eltaroljuk a legnagyobb elemeket és a dontésnél hasznaljuk &ket,
de nem normaljuk explicit a sorokat

=implicit pivotalas
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Lehetséges problemak

@ az oszlop f6atl6 alatti része csupa 0

1 0 5
0 1 6
0 0 0
0
0
0

Ez azt jelenti, hogy a matrix szingularis, nincs megoldas.
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Tovabbi lehetdség: oszlopcsere

Eddig csak az sorok cseréjérdl volt szé.

Altalanosabban: a féatlobeli aktualis elem alatti, és téle jobbra levé
almatrixban keressiik az abszolat értékben legnagyobb elemet, ez lesz a
pivot-elem.

1 0 5

0 1 6

0 0 0
X X
X X

Az x-szel jelolt elemek kozott keresiink Gj pivot elemet.
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Tovabbi lehetdség: oszlopcsere

Eddig csak az sorok cseréjérdl volt szé.

Altalanosabban: a féatlobeli aktualis elem alatti, és téle jobbra levé
almatrixban keressiik az abszolat értékben legnagyobb elemet, ez lesz a
pivot-elem.

1 0 5

0 1 6

0 0 0
X X
X X

Az x-szel jelolt elemek kozott keresiink Gj pivot elemet.

Tapasztalat:
@ az algoritmus stabil, ha pivotnak mindig az almatrix abszolat értékben
legnagyobb elemét valasztjuk.
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Tovabbi lehetdség: oszlopcsere

Eljaras:
A baloldali matrix esetében:
o a megfelel sorokat és oszlopokat megcseréljiik, hogy a pivotelem a
féatléba kerdiljon
o feljegyezziik, hogy melyik két oszlopot cseréltik meg

o ez val6jaban a valtozék atnevezése, igy a jobboldal megfelelé sorait az
eljaras végén vissza kell majd cserélni!
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Tovabbi lehetdség: oszlopcsere

Eljaras:
A baloldali matrix esetében:
o a megfelel sorokat és oszlopokat megcseréljiik, hogy a pivotelem a
féatléba kerdiljon
o feljegyezziik, hogy melyik két oszlopot cseréltik meg

o ez val6jaban a valtozék atnevezése, igy a jobboldal megfelelé sorait az
eljaras végén vissza kell majd cserélni!

A jobboldali matrix esetében:

@ csak a sorcserét végezziik el.

Majd mindkét oldalon az aktualis sorral lefelé eliminalunk.

Ezt nevezziik teljes pivotolasnak.
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Teljes vs részleges pivotalas

Melyiket hasznaljuk?

o részleges pivotalas egyszer(ibb, nem kell a megoldasvektor elemeinek
permutalasaval foglalkozni

@ de csak olyan szamok szolgalhatnak pivot elemként, amelyek mar a
megfelel6 oszlopban vannak.

Altalaban a részleges pivotalas “majdnem” olyan j6, mint a teljes
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Az algoritmus épit6kovei

Azonositjuk a 6 részalgoritmusokat, amiket kiildn-kiilén kénny(d megirni.

o Eldontjiik, hogy milyen formaban taroljuk a matrixokat (sorok vagy
oszlopok szerint)

o Azonositjuk az alapvets miiveleteket:

Legnagyobb abszoliit értékii elem megtalalasa sorban

Sor szorzasa (osztasa) szammal

Két sor kiildnbségének képzése

Legnagyobb abszolit értékii elem megtalalasa oszlopban, f6atlé alatt
Két sor cseréje

Legnagyobb abszolit értékii elem megtalalasa almatrixban

Két oszlop cseréje (oszlopcsere kdnyvelése)
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Az algoritmus épit6kovei

Azonositjuk a 6 részalgoritmusokat, amiket kiildn-kiilén kénny(d megirni.

o Eldontjiik, hogy milyen formaban taroljuk a matrixokat (sorok vagy
oszlopok szerint)

o Azonositjuk az alapvets miiveleteket:

Legnagyobb abszoliit értékii elem megtalalasa sorban

Sor szorzasa (osztasa) szammal

Két sor kiildnbségének képzése

Legnagyobb abszolit értékii elem megtalalasa oszlopban, f6atlé alatt
Két sor cseréje

Legnagyobb abszolit értékii elem megtalalasa almatrixban

Két oszlop cseréje (oszlopcsere kdnyvelése)

Az épitGelemeket kiilon-kiilon megvaldsitjuk és teszteljiik!

Alulrol felfele, az egyes fiiggvényeket alaposan kiprébalva haladjunk!

Ezek utan johet a f6 algoritmus leprogramozasa

Tobbfajta matrixon teszteljiik (0 elem a féatléban, stb)
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