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A leapfrog! médszer

Masodrendii dinamikai egyenleteknél miikodik (molekuladinamikaban hasonlé
az an. Verlet modszer)

@ a sebességeket és a koordinatakat kiilon-kiilon lépésben frissitjiik

e masodrendii médszer, a hiba O(h*)

an = F(xa)/m
Vati/2 = Va_1/2 +At-ap
Xn+1 = Xn + At - V,-,+1/2

Ybakugras
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A leapfrog! médszer

Masodrendii dinamikai egyenleteknél miikodik (molekuladinamikaban hasonlé
az an. Verlet modszer)

@ a sebességeket és a koordinatakat kiilon-kiilon lépésben frissitjiik
e masodrendii médszer, a hiba O(h*)

an = F(xa)/m
Vati/2 = Va_1/2 +At-ap
Xnt1 = Xa+ At Vo1

Ez még atirhat6 igy is:

an = F(xa)/m
1
Xn+1 = Xn+ Vn- At + §a,,(At)2
1
Vatl = Va+ E(an +ani1) - At

A hiba lecs6kkent, mégis ugyanannyi szamolast kell csak végezni!

Ybakugras
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Az integralasi id6 invertalhatésaga

Visszafelé id6fejlesztve a rendszert visszajutunk-e a kezdeti allapotba?
@ ha nem disszipativ (pl nincs sarlédas), akkor elvileg igen

@ megmarad az energia

Visszafelé |éptetve egy diszkrét integratort, visszajutunk-e az eredeti kiindulasi
pontba?

@ egyszerii integratorral altalaban nem
@ a numerikus hibak ésszeadédnak

o kaotikus egyenleteknél pedig fel is er6s6dnek
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Az integralasi id6 invertalhatésaga

Visszafelé id6fejlesztve a rendszert visszajutunk-e a kezdeti allapotba?
@ ha nem disszipativ (pl nincs sarlédas), akkor elvileg igen

e megmarad az energia

Visszafelé |éptetve egy diszkrét integratort, visszajutunk-e az eredeti kiindulasi
pontba?

@ egyszerii integratorral altalaban nem
@ a numerikus hibak ésszeadédnak

o kaotikus egyenleteknél pedig fel is er6s6dnek
A leapfrog médszerrsl megmutathatoé:

@ az idGintegralas szempontjabdl invertalhaté

@ az energiamegmaradas is teljesil (“symplectic integrator™)
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Az Euler-médszer javitasa: kézépponti médszer

Az Euler-mdédszer aszimmetrikus:

Ynt1 = Yn + h- f(Xny.y")

Xn+1 = Xn+ h

Az aszimmetria ott jelenik meg, hogy megoldast egy h-val Iéptetjiik, de a
sziitkséges derivaltat mindig az x, helyen, vagyis az intervallum elején szamitjuk
ki.
Javitsunk a modszeren:

o kiszamitjuk a derivaltat az intervallum elején

o tesziink egy fél |épést és az el6z6 |épést hasznalva kiszamoljuk a derivaltat

egy kozépsS pontban
o ezt hasznaljuk a teljes [épésben

ki = h-f(Xn,yn)
_ h kq
k2 — h f(xn+§,yn+?)
Yntl = Ynt+ ke + O(h3)

Kormanyos Andor Leapfrog és Runge Kutta médszer



Egyszer(i Euler-lepés és a kézépponti médszer

yx)

y(x)
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A hiba tovabbi csokkentése: negyedrendii Runge—Kutta-mdédszer

A lépést tobb részlépésbdl elGallitva bizhatunk abban, hogy a hiba tovabb
csokken.

Negyedrendi Runge—Kutta (RK4):

ki = h-f(Xa,¥n)
ke = h-f(xa+3hyn+ 3ki)
ks = h-f(xa+ 3hyn+ k)
ke = h-f(xn+hyn+ks)
Yot1 = Yo+ tki+ ke + ks + Lk + O(K°)
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A negyedrend(i Runge—Kutta-médszer

Yot bty

yo+ ik 2

o+ ki /2

Yo

Figure: A fiiggvény derivaltjat négy pontban szamoljuk ki: a kezdetiben, kétszer a
lépéstavolsag felénél és egyszer még a lépés végén. Wikipedia.
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A Runge—Kutta-egyiitthatok meghatarozasa

Az egylitthatok meghatéarozasa nehéz és hosszadalmas
@ az RK4-re a levezetést lasd pl Wikipedia-n
@ a RK médszer magasabb rendekre is altalanosithaté

o altalaban a kiilonb6z6 (rendli) RK-ra az egyltthatokat egy an.
Butcher-tablaban adjak meg

o RK4 tablazata:
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Médszerek dsszehasonlitasa

f kiértékeléseinek hiba

szama
Euler-médszer 1 O(h?)
kdzépponti médszer 2 O(h?)
4-ed rendli Runge-Kutta | 4 O(h®)

A Runge-Kutta-médszer magasabb rendekre is altalanosithato
e meddig érdemes elmenni?
@ a tdbb kdztes pont mindig nagyobb pontossagot jelent? = nem feltétleniil

@ viszont tobb fiiggvénykiértékeléssel jar
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Kitekintés: numerikus integratorok

o az RK moédszer egy altalanos, sokféle probléméara alkalmazhaté médszer

o specialis feladatok esetén illetve ha a megoldasrél van valami el6tudas,
akkor talalhaté ennél optimalisabb médszer is
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Hogyan struktaraljuk az integratort programot?

Program irasakor

o A koordinatakat nem érdemes kiilon-kiilon valtozéban tarolni, tegyiik be
mindet egy vektorba

@ ugyanez a helyzet az egyenlet paramétereivel is
o az f; derivaltakat kell megirni, ezt tegyiik egy kiilon fliggvénybe

o érdemes az integrator figgvényt Ggy megirni, hogy paraméterként (tébbek
kozott) azt a fliggvényt varja, amely ki tudja szdmolni az f; derivaltakat =
fiiggvénypointerek hasznalata

o eziltal az integrator fliggvényt barmilyen mozgéasegyenlet megoldasara fel
lehet hasznalni, csak a derivaltakat szamol6 fiiggvényt kell cserélni az
egyes problémakra
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Hogyan struktaraljuk az integratort programot?

Figgvény a derivaltak kiszamolasara: ha bonyolult, érdemes typedef-t
hasznalni:

1 typedef void ODE(

2 double *, // parameterek

3 double, // fuggetlen valtozo

4 double *, // fuggo valtozok

5 double *, // derivaltak (kimeno)
6 int); // egyenletek szama

Ilyen ODE fliggvényre volt példa a korabban mar latott HarmonicOscillator
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Hogyan struktaraljuk az integratort programot?

Figgvény a derivaltak kiszamolasara: ha bonyolult, érdemes typedef-t

hasznalni:
1 typedef void ODE(
2 double *, // parameterek
3 double, // fuggetlen valtozo
4 double *, // fuggo valtozok
5 double *, // derivaltak (kimeno)
6 int); // egyenletek szama

Ilyen ODE fliggvényre volt példa a korabban mar latott HarmonicOscillator

Az el6bbiek segitségével pl az integrator fliggvény prototipusa

1 void eulerLepes (

2 double t_init, // fuggetlen valtozo kezdoertek
3 double dt, // lepeshossz

4

5 double *p, // parameterek

6 double =y, // valtozok

7 double =*dy, // derivaltak

s int N, // egyenletek szama

° ODE *); // egyenletek
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